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RECUEIL D'EXERCICES 
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AVANT-PROPOS 


Le présent recueil d'exercices d’algèbre supérieure est le fruit 
de l’enseignement de cette matière à l’Université d’Etat et à l’Insti- 
tut pédagogique Herzen de Léningrad. Il est destiné aux étudiants 
des premières années des Universités et des [Instituts pédagogiques, 
qui suivent un cours fondamental d’algèbre supérieure. 

Les problèmes de ce recueil se divisent nettement en deux caté- 
gories. D'une part, ce sont de très nombreux exercices numériques 
destinés à développer la pratique de calcul et à illustrer les prin- 
cipes fondamentaux du cours théorique. Les auteurs sont d'avis 
que le nombre de ces exercices est amplement suffisant pour les 
travaux pratiques et les travaux de contrôle. 

D'autre part, on a réuni un nombre important de problèmes 
d’un niveau moyen et de problèmes difficiles dont la résolution 
exige de la part des étudiants qu'ils fassent preuve d'initiative et 
d’une certaine ingéniosité. 

Pour de nombreux problèmes de cette catégorie on se référera 
aux Indications (deuxième partie du livre). Les numéros de ces 
problèmes sont précédés d’un astérisque. 

Les réponses sont données pour tous les problèmes, et pour cer- 
tains d’entre eux on a présenté Les solutions détaillées. 


Les auteurs 


PREMIÈRE PARTIE 
ÉNONCÉS 


Chapitre premier 


NOMBRES COMPLEXES 


$ 1. Opérations sur les nombres complexes 
1, (1 + 25) x + (3 — 5i) y = 1 — Bi. 


Trouver x et y en estimant qu'ils sont réels. 
2. Résoudre le système en estimant x, y, 3 et £ réels: 


+ i)z + (1 + 25) y + (À + 3i) z + (A + 4i) & = 1 + 5i, 
(3 — i)x + (4 — 2i) y + (A + i) z + 4iùt = 2 — i, 

3. Calculer &i”, où # est un nombre entier. 

&. Vérifier l'identité: 

Ha (z—-1—i(z—-1+i(xc+1+ (x +1 —i). 
5. Calculer 

a) (4 + 25)°, D) (2 + à) + (2 — i)%; co) (1 + 25) — (A — 2i)s, 


6. Trouver les conditions pour lesquelles le produit de deux 
nombres complexes est purement imaginaire. 
7. Effectuer les opérations indiquées: 


a) LES A+iiga, b) te : €) (1+2i)2—(1—i), 


+ _. ’ (34253 (2+ 52 
d) e) pr 
(1+à Fee (—i" 
8. Calculer FE , Où = est un nombre entier positif. 


9. Résoudre les systèmes d'équations: 

a) (GG —i)x + (4 + 2i) y = 2 + Gi, (4 + 25) x — (2 + Bi) y = 
— 5 + äi; 

b) 2 +i)z+(2—i)y = 6, (3 + 2i) x + (3 — 2i) y — 

c) z + yi — 22 = 10, x — y + 2iz — 20, ix + 3iy — (1 . 
== 30. 


10. Calculer 


*{1. Soit © — ++ HE . Calculer 


a) (a + bo + co?) (a + bo? + cw); 

b) (a + b) (a + bo) (a + bw°); 

c) (a + bo + co?) + (a + bo? + co); 

d) (am? + bo) (bo? + ao). 

12. Trouver les nombres conjugués : 

a) de leur carré, b) de leur cube. 

#13. Démontrer le théorème : 

Si en effectuant un nombre fini d'opérations rationnelles (addi- 
tion, soustraction, multiplication et division) sur les nombres 
Lis Tor + + 1 M ON obtient le nombre w, en effectuant les mêmes 
opérations sur les nombres conjugués x,, 2,, ..., x,, on obtient 
le nombre uw conjugué de uw. | | 

14. Démontrer que 2° + y? = (s? + #2)" si æ + yi = (s + ti)” 

15. Calculer 

a) V2i: b) V —&i; c) V3—Zi; d) V —15+8i; 

e) V —3— 4i; f) V —11-+-60ù ; g) V” —8 + Gi: 

h) PV —8—6i; i) PV 8—6Gi; j) VR+ Gi; k) V2— 3%; 

1) VarisV4—i;: rm) V1—iV3; n) TT; 

0) V 2—iV 1. 

16. Va+bi= + (œ+fi). Calculer V = a—bi. 

17. Résoudre les équations: 

a) x? — (2 +i)z + (—1 + 7i) = 0; 

b) x? — (3 — 2i) x + (5 — 5i) = 0; 

c) 2 +i)z?— (5 —i)x + (2 — 2i) = 0. 


*{18. Résoudre les équations suivantes et décomposer leurs pre- 
miers membres en facteurs à coefficients réels: 


a) 24 + 6x + 9x? + 100 = 0; 
b) zt + 22% — 247 + 72 = 0. 


19. Résoudre les équations: 

a) xt — 3x? Lt 4 — 0; b) xt — 30zx° + 289 — CO. 

20. Etablir, pour résoudre l'équation bicarrée x* + px? + q= 0 
à coefficients réels, une formule commode pour le cas Fe — q < 0. 

$ 2. Nombres complexes sous forme trigonométrique 

21. Construire les points. représentant les nombres complexes 

1, 1, —V2, i, —i, 1V2,, 141, 2.— Si. 

22. Représenter sous forme trigonométrique les nombres sui- 
vants : 

a) 43 b) —1; chi; d) —i; e) 1 +i; 

et Bebe, 

h)1—i; 1+iV8; Dj A1+iV3; k) —1—iV3; 

1)1—iÿ3; m) 2i; n) —3; o)V3—i; p)2+7V3+i. 

23. À l’aide des tables représenter sous forme trigonométrique 
les nombres suivants: 

a)3+i; b)4—i; c) —2+i; d) —1 — Ai. 

24. Trouver le lieu géométrique des points représentant les 
io:nbres complexes : 


a) dont le module est 1; b) dont l'argument est —- 
25. Trouver le lieu géométrique des points représentant les 
ombres z satisfaisant aux inégalités : 


a) 13212; b)Iz—i[|<&i; c)lz—1—-i|<1. 
26. Résoudre les “quations: 
a) [æf—-z—1 -2i, birx|+z-2+i. 
«+ *27, Démontrer | dentité: 
lx+yP+iz-yF=2(x ft + y P: 


uel est le sens géométrique de cette identité ? 

#28. Démontrer que tout nombre complexe z différent de —1 
et dont le module est À peut être représenté sous la forme 4 — Te : 
>ù £ est un nombre réel. 

29. Dans quelles conditions le module de la somme de deux 
nombres comple:..s est-il égal à la différence des modules des 


terme: ? 


30. Dans quelles conditions le module de la somme de deux 
nombres complexes est-il égal à la somme des modules des termes ? 
*31. Soient z et z’ deux nombres complexes, u = JV zz’. Démon- 


trer que 
ne HE -ul+]# 242 +ul. 


32. Montrer que si el <5: on à 


Iz1+121= 


LED 
33. Démontrer que 
(1+iV3) (4H i) (cos p+ i sin g) — 
=2V2 [cos (+6) +isin ( +@) |. 


; e. … COS ® +i sin p 
34. Simplifier rer CL 


39. Calculer (—i 1/8) (cos @+ i sin q) 
2(1—i)(cosq—ising) 


36. Calculer 
a) (+; D) (VS), o (1 Vi)" 


i 3 


d (—4ti V3) (1: V/3)S 
) (1— i)20 (1 +i)20 


*37. Démontrer que 


ñn 
a) (1+iÿ = (cos + sin) : 


b) (V3—:i)"=2" (cos —isin Te) | 


où 7 est un nombre entier. 


+38. Simplifier (1 +w)", où w= cos = + i sin 2e. 


3 . V3 
39. Supposant que ©, = —-— +i VE » Do = _i 1 déter-. 


miner © —+@;, où nr est un nombre entier, 
*40. Calculer (1+ cosa+-isin a)". 


*41. Démontrer que si += 2 008 6, on a 


1 
mn 
Z += = 20c0s m0. 
é 1+itga\n  1+itgna 
42. Démontrer que RE) Lire: 
10 


43. Extraire les racines : 


d/i:bD y 2-2:c))/ —4:d) 7 15e) 7 —27. 


44; S’aidant des tables, extraire les racines : 


a) 2+i; by 3—i; ce) Y2+ BE. 


45. Calculer 
6 1—i . = 1— i 
. Vi» VE 0 Vi V3 
46. Sachant que B est l'une des valeurs de a, a, écrire toutes 


les valeurs de ÿ” &. 

47. Exprimer 

a) cos 5x3; b}) cos 8x; c) sin 6x; d) sin 7x en fonction de 
€os x et sin x. 

48. Exprimer tg 6 en fonction de tg ®. 

49. Etablir les formules exprimant cos nx et sin #x en fonction 
de cos zx et sin x. 

90. Représenter sous forme de polynôme du premier degré des 
fonctions trigonométriques des angles multiples de x: 


a). sin x; b)sinfzx; c) cosiz; d) cosf x. 


#51. Démontrer que 


m— 1 
a) 2mcos 2x2 D Com cos 2 (m—k)x+ Con; 
R=0 
b) 22m cos2m+12 = D Coms cos (2m — 2k + Dz; 
R=0 
mn— À 
c) 2m sin/mxe2 D (— 1) Cncos 2(m—k)z+ Con: 
k=0 


m ù 
d) 22m sin2mtize D (— 1)" Ci sin (2m—2k+ 1x. 
h==0 


*92. Démontrer que 


nr @ — 3) 


2 cos mx = (2 cos x)" — — (2 cos xz)"2+ (2 cos Mai e .. 


+(—1ÿ m (m— p—1) à ie ne L (9 cos r)"2P + _— 


sin mt 


*53. Exprimer en fonction de cos x. 


+54. Trouver ies sommes : 
a) 1—CF+Cn—-Cn+...; 
b) Ci—Ci+Ci—-Ci+ ……. 
41 


+55. Démontrer que 


a) 1+Ch+Ci+. 4 (234 208); 


b) Ch+Ch+ CR +... = (214 À sin“) : 
C) be | ose | 
d) Ci+Cr+Ch+ ms (2— À sin"). 


*96. Trouver la somme : 
CRC + SC CR 


97. Démontrer que (z+a)"+ (x + ao)" + (x + am)" = 327 + 
+ 3Cir "a+... + 3Crx "a", où © — cos + i sin # et n est le 
plus grand nombre entier, multiple de 3 et non supérieur à m. 


58. Démontrer que 

a) 1H+HCi+Cr+ ... =+ (2*+ 2008 ©) : 

b) Ch+Ch+CR+ = + (24 2008 PIE); 
c) CH CH CE …. =+ (2742008 94). 

59. Calculer les sommes : 

a) 1+- a cos p+ a? cos 2p+ ... +a“coskop; 

b) sinp—+asin(p+h)+a?sin(p+2h)+...+a"sin(p+kh); 
c) ++ cosr+ cos 2T + ...—+cosnx. 


60. Montrer que 


. n+f ,. NT 
Sin È T Si 
sin x+ sin 2t+ ...—+ sin nt — - 
| sin = 


Gt. Trouver 
Jim (14 cos + + cos 2x + +55 cosnx : 


{2 


62. Démontrer que si r est un nombre entier positif et 6 un 


L 1 * Li LI “ ï À 

angle satisfaisant à la condition Sn , On a 
2 2n 

6 30 2n — 

COS + COS +... + COS ÿ 


1 0 = n sin n6. 


63. Montrer que 


14 31 On 7m On 1 
a) cos + + Cos + cos TT + COS TS: 

2n AT 6x an 107 1 

Lee ——". me ——— —————— TT, mn — ® 
b) cos nt Sr —+ cos gt COS 7 + Cos Ti 7 5 

ñ 37 pt 75 On AA 4 
C) COST + COS + COS + COS -- + COS = + COS 4 9: 


64. Trouver les sommes: 
a) cosa— cos (a+ h)+ cos (a+ 2h) — ... 
+ (—1)"Tcosf[a<+(n—1)r]; 
b) sina—sin(a+h)}+sin(a+ 2h)—... 
.….+(—1)""sinfa+(n—1)}#]. 


65. Démontrer que si x est inférieur à l'unité en valeur absolue, 
les séries | 


a) cos & + x cos (œ + B) + x? cos (a + 28) +... 
... + 2" cos (a + nB) +... 
b) sin & + x sin-(a + 6) + x? sin (a + 2B) +... 
... + 2 sin (a + np) +... 
convergent et leurs sommes sont respectivement égales à 


cos a — x cos (4 — f) sin &— zx sin (xæ—Ê) 
1—2rcosf+z? ? 1—2zcosftrz ” 


66. Trouver les sommes : 
a) cos & + Ci cos 2x +... + C% cos (n + 1) x; 
b) sin x + Ch sin 2x + ... + Ci sin (n + 1) zx. 
67. Trouver les sommes: 
a) COS z — Ci cos 2x + CC cos 3x — ... 
+ (—1) CS cos (n + 1) x; 
b) sin x — Ci sin2x + C? sin 3x — .. 
L + (—1)" CA sin (n + 1) x. 
*68. OA, et OB sont les vecteurs représentant respectivement 
{ et i. On abaisse de © la perpendiculaire 04, sur AB ; de À, la 
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perpendiculaire 4,4, sur OAÀ,; de À, la perpendiculaire 4,4, 
sur À.,4, et ainsi de suite, d'après la règle: on abaisse de À, la 
perpendiculaire 4,4, +, Sur 4, 4, _. Trouver la limite de la somme 


—- — — 
OA, + AA: + Ao43 +... 
*69. Trouver la somme : 
sin? x + sin? 8x +... + sin? (2n — 4) x. 
70. Montrer que: 


n cos(n+i)zsinnr 
a) cos? x + cos? 2x + ... +cosnr= = Ces : 


22 1 ein? nr  __ Cos(n+i)zsinnz 
b) sin r + sin? 27+ ...+ sin? nr — à 


*71. Trouver les sommes: 

a) cos x + cos° 2x + ... + cos nr; 

b) sin° x +" sin° 2x +... + sin* nx. 

#72. Trouver les sommes: 

a) cos x + 2 cos 2x + 3 cos 3x +... +n cos nx; 
b}) sin x + 2 sin 2x + 3 sin 3x +... + n sin nt. 
73. Trouver lim (1+#)" pour a — a+ bi. 


f—> 00 
74. Définition: e«— lim (1+—)". Démontrer 


n->00 
a)eztä—1{; b)eti= —1; 
c) exth—es.eB; d) (ex)* —eck, 


à] 


où k est un nombre entier. 


$ 3. Equations du troisième et du quatrième degré 


75. Résoudre par la formule de Cardan les équations : 

a) & — 6x +9 — 0; b) x° + 12x + 63 = 0; 

c) a + 9x + 18x + 28 — 0; d) 2° + 6x? + 30x + 25 = 0; 
e) x —67+4—0; ff} +6x+2—0; 

g) 2° + 18x + 15 — 0; h} 2%.— 37? — 3x + 11 — 0; 

i) 2° + 8x? — 6x +4 —0; j) x + 9x — 26 — 0; 

k) 2° + 24x — 56 — 0; 1) x + 45x — 98 — 0; 

m) 2 + 32% — 3x —1 —0; n) 2 — 6x? + 57x — 196 = 0; 
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0) 2 + 3x — Di — 0; p) à — Gix + 4 (1 — i) — 0: 
q) 2° — Sabx + as + Bb — 0: 
r) 2 — Sabfgx + f°gaŸ + fe = 0; 
S) à — 4x — 1 —0; t) ax — 4x +2 — 0. 
#76. A l’aide de la formule de Cardan, démontrer que 
(rs — To) (rs — 23)? (re — 2) = — 4pÿ — 27q°, 
Si Ti: Los Z4 Sont les racines de l'équation 2% + px + q = 0. 
(L'expression — 4p% — 27q° est appelée le discriminant de 


l'équation z° + px + q = 0.) 
#77. Résoudre l'équation : 


GR — 397 + p° — 3pq)}? — 4 (px + q}ÿ = 0. 
#78. Etablir la formule permettant de résoudre l'équation: 
25 — Sax + 5a?x — 2b = 0. 
79. Résoudre les équations : 
a) 2 — 2x8 + 2x? + 4x — 8 — 0: 
p) 24 + 228 — 22° + 6x — 15 — 0: 
c}) at — a — 2 + 2x — 2 — 0; 
d} 2% — 425 + 3x? + 2x — 1 — 0; 
e) at — 32 + 2° + 4x — 6 = (0; 
f) 24 — Gr + Gr? + 27x — 56 — 0: 
g) gt — 22% + 4x? — Dr + 3 — 0: 
h) at — 28 — Sr? + 5x — 10 — 0: 
i) 2 + 228 + 8x? + 2x + 7 — 0; 
j) 4 + 6x + Gr? — 8 — 0; 
k) xt — 6x + 10x? — 2x — 3 — 0; 
J) 4 — 227$ + 4x? + 2x — 5 — 0; 
mm) 2 — 2° — 3x + x + 1 — 0: 
n) at — 2% — 47% + 4x + 1 — 0; 
O) 2% — 22 + à° + 2x — 1 — 0; 
p) z* — 47° — 207? — 8x + 4 — 0; 
q) x — 22% + 3x? — 2x — 2 — D: 
r) at — 28 + 2x — 1 — 0; 
S) 4xt — 48 + 3x — 2x HA — 0; 
t) 4x4 — 428 — Gr? + 2x + 1 = 0, 
15 


80. La méthode de Perrari servant à résoudre l'équation du 
quatrième degré af + ax° + bx? + cx + d — 0 consiste à repré- 
senter le premier membre de l'équation sous la forme 


pete) [ (0) + (Ba) + (Ha) 


et à choisir ensuite À tel que l’expression entre crochets soit le carré 
d'un binôme du premier degré. Pour cela il faut et il suffit que l’on 


ait 
(re) —-4(7+a-) (Ga) 0, 


autrement dit que À soit la racine d'une équation cubique auxi- 
liaire. Trouvant À on décompose le premier membre de l'équation 
en facteurs. 


Exprimer les racines de l'équation auxiliaire en fonction des 
racines de l’équation du quatrième degré. 


$S 4. Racines de l'unité 
81. Ecrire les racines de l'unité d'ordre 
a) 2; b) 3; c) 4; d) 6; e) 8; f) 12; g) 24. 
82. Ecrire les racines primitives d'ordre: 
a) 2; b) 3; c) 4; d) 6; e) 8; f) 12; g) 24. 
83. À quel rad appartiennent : 


2kT 2 
6 + isinos Si k = 27, 99,137 : 


_ Le i sin 7 si k — 10, 35, 60? 


a) Zn — COS 
b) zx — cos 27 


84. Ecrire toutes les racines d'ordre 28 de l'unité appartenant 
à l'exposant 7. 

85. Pour chaque racine de l'unité d'ordre a) 16, b) 20, c) 24 
indiquer l’exposant auqgucl elle appartient. 

86. Ecrire les « polynômes circulaires » X, (x) pour n égal à 


a) 13 b) 2; c) 3; d) 4; e) 5; f)6; g) 7; h)8; ïi) 9; 
j) 10, k) 114; 1) 12; m) 15; n) 105. 


#87. Soit e une racine primitive d'ordre 2n de l’unité. Calculer 
la somme 


1 +Hegte +... + et 


*88. Trouver la somme de toutes les racines nîmts de l'unité. 
*89. Trouver la somme des puissances Æ de toutes les raci- 
nes n°mes de l'unité. 


{6 


90. Dans l'expression (x + a)" remplacer successivement a par 
les m racines m°n®% de l’unité et additionner les résultats obtenus. 

#91. Calculer 1 + 2e + 8e? +... + nel, où e est la ra- 
cine zfn€ de l’unité. 

#02, Calculer À + 4e + 9e +... + nie-1 où & est la ra- 
cine n°me de l’unité. 

93. Trouver les sommes : 

a) cos T4 2 cos + . +(n— t}cos 204 ; 


; 


b) sin + 2sin +... +(n— 1) sin At TE, 


*04, Déterminer la somme des racines primitives de l'unité 
d'ordre : a) 15, b) 24, c) 30. 

95. Trouver les racines d'ordre 5 de l’unité en résolvant algé- 
briquement l'équation &5 — 1 = 0. 

96. À l’aide du résultat du problème 95, écrire sin 48° et cos 18°. 

*97. Etablir l'é équation algébrique la plus simple dont la racine 
représente la longueur d’un polygone régulier de 14 côtés, inscrit 
dans le cercle de rayon unité. 

*98. Décomposer x? — 1 en facteurs du premier et du second degré 
à coefficients réels. 

*99. Utiliser le résultat du problème 98 pour démontrer les 
formules : 


2n .. (m—t}jn _ YWm . 
a) sin à ne 5 à 
27 . mi V2m+1 
b) sn T5 Fi SRE STE 2m 
*100. Démontrer que 
n—Î 


LE (a+ ben) = o + (— 188 


" 2AT 
ex = cos 2 + Sin ——. 


#101. Démontrer que 


n—1 
IL (ei — 2e; cos 8 + 1) = 2 (1 — cos n0) 
Si 
e, = cos 2 + j sin ; 
102. RAS que 
(+ en) —1 
nl Ca D — -{ LE — (ex — 1°], 
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2kT . . ART 
Er = COS — + i sin — 


+103. Trouver tous les nombres complexes satisfaisant à la 
condition x = x* 7”, où x est le nombre conjugué de x. 

104. Montrer que les racines de l'équation À (z — a)" +. 
+ u (z — 6) = 0, où À, u, a, b sont complexes (7 est un nombre 
naturel), se trouvent sur üne même circonférence qui peut dégéné- 


rer en ligne droite dans un cas particulier. 
*105. Résoudre les équations: 


a) ( +1)" — (œ — 1} = 0; b}) (x + à) — (x — iÿ" — 0; 
c) a" — nazi — Ciara = 0. 

106. Démontrer que si 4 est un nombre complexe dont le module 
{+iz 


À —ix 


mr 
est 1, les racines de l'équation ( } — À sont toutes réelles 


et distinctes. 
*107. Résoudre l'équation 


cos o + CA cos (og + x) x + C5 cos (p + 2o) x? +... 
... + CF cos (p + na) x" — 0. 


Démontrer les théorèmes suivants: 

108. Le produit d’une racine d'ordre a de l'unité et d’une racine 
d'ordre b de l'unité est une racine d'ordre ab de l'unité. 

109. Si a et b sont premiers entre eux, alors xz* — 1 et x° — 1 
ont une seule racine commune. 

110. Si a et b sont premiers entre eux, alors toutes les racines 
d'ordre ab de l'unité s’obtiennent en multipliant les racines d'ordre 
a de l'unité par les racines d’ordre b de l'unité. 

111. Si a et b sont premiers entre eux, le produit d’une racine 
primitive d'ordre a de l'unité par une racine primitive d'ordre b de 
l’unité est une racine primitive d'ordre ab de l’unité et inversement. 

112. Désignant par œ (n) le nombre de racines primitives nèmes 
de l’unité, démontrer que @ (ab) = @ (a): (b) si a et b sont pre- 
miers entre eux. 

*113. Démontrer que si n == par-pge... pk, OÙ Pis Pas - - » 
..., pr Sont des nombres premiers différents, on a 


p(r)=n (1) se ne (1——) 


114. Montrer que le nombre de racines primitives n°" de 
l'unité est pair si z => 2. 

115. Ecrire le polynôme X, (x), où p est un nombre premier. 

*116. Ecrire le polynôme X + (r), où p est un nombre premier. 
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#{17. Démontrer que pour nr impair, plus grand que f, on à 
Au GX: Cr): 

118. Démontrer que si d est formé des diviseurs simples de n, 
chaque racine primitive d'ordre nd de l'unité est une racine d’ordre 
d ile la racine primitive nè"e de l’unité et inversement. 

#119. Démontrer que si n = papa... pih, OÙ Pi, Pas... 
...… pr sont des nombres premiers différents, on a À, (x) = X%: (x), 
où 


? ° LA +“ 
N = DiPa se Pr, Nh—=—-. 


*120. Désignant par u (n) la somme des racines primitives nèmes 
de l'unité, démontrer que u (n)=—0 si nr est divisible par le 
carré d’au moins un nombre premier ; u (n) — 1 si n est le produit 
d’un nombre pair de différents nombres premiers; pu (n) — —1 
si z est le produit d’un nombre impair de différents nombres pre- 
miers. 


121. Démontrer que >, u (d) = O0 si d parcourt tous les divi- 
seurs du nombre nr pour n = 1. 


n 

*122, Démontrer que X, (x) — II (x — 1) QG) où d parcourt 
tous les diviseurs de 7. 

*123. Trouver X, (1). 

*124. Trouver X, (—1). 

*125. Déterminer la somme des produits des racines primiti- 
ves n°ms de l’unité, prises deux par deux. 

#126. S — 1 + 8 + et He +... + en-1)% où & est la racine 
primitive n°me de l'unité. Trouver | S [. 


de 


Chapitre 2 
CALCUL DES DÉTERMINANTS 


$ 1. Déterminants du deuxième et du troisième ordre 


Calculer les déterminants : 


2 3 1 21 sinX Cosa 
Fa08) 1 4 2} | >| É. — cos a sin al’ 
a c++ a -+fi y + ôi sinæ cosa| 
s c—di b : + — Ôi a —fi | sinf cosf | 
Cos & sin œ tea —1 LV Des 
8) sinf cos 14 tga EU Ep _. 
| 1 Iga a+bb+d ab a —b 
j) Ig,b. 1 a+c “| a —b tel 
z—i | © @ 
ni x? asssal n) —41 ol 


. 2H — T 
où D—COS 5 +isin—- ; 


£ À 
o) |__|: 


< JT SE L' 
OÙ € — COS 3 TiSin. 


41 11 011 
128. a) | -1 O1|; b) 101; 
_14 10 11 0. 
€ a «€ 
Cc) | —a ax; 
— —A ZT 
111 
d) (123 ; 
136, 


{—i0 1 | 
H ,... | RSR 
{ cos -- + Sin —- cos + i sin 
M; sin © | Los 2j sin 2 |. 
Ï) |cos -—isin +- 1 cos + isin —- |; 
T_isinT cos AL à sin Î 
COS 7 — Si Z O0 5 3 
LT. 
2 : AN |... em, 
g) |1 © |, où w—cos—+isin—-; 
14 &w? @ n 
1 1 w ; . 
h) 4 1 w?|, où O = COS + isin ——. 
o? © 1 


$ 2. Permutations 


129. Ecrire les transpositions permettant de passer de la per- 
mutation 4, 2, 4, 3, 5 à la permutation 2, 5, 3, 4, 1. 

130. Supposant que 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 est la permutation 
initiale, déterminer le nombre d’inversions dans les permutations: 
a) 1, 3, 4, 7, 8, 2, 6, 9, 5; b) 2, 1, 7, 9, 8, 6, 3, 5, 4; 

c) 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1. 

131. Supposant que 1, 2, 3, 4, 9,-6, 7, 8, 9 est la permutation 
initiale, choisir à et Æ tels que: 

a) la permutation 1, 2, 7, 4, à, 5, 6, k, 9 soit paire; 

b) la permutation 1, i, 2, 5, k, 4, 8, 9, 7 soit impaire. 

*132, Déterminer le nombre d'inversions dans la permutation 


n, n — 1, ..., 2, { si la permutation initiale est 1, 2, ..., n. 
*{33. La permutation &;, @, ..., &, présente Z inversions. 
Combien d'inversions contient la permutation &,, &h_1, . . ., Go, 1 ? 


134. Déterminer le nombre d’inversions dans les permutations: 


a) 159, 0404, ve dt1, 2; 4, 06,.::02n; 
b).2, 4,0; 8: 270, TL 9 Ses ant, 


si la permutation initiale est 1, 2, . .., 2n. 
139. Déterminer le nombre d'’inversions dans les permutations: 
a) 3, 6, 9, ..., dn, 1, 4, 7, ..., 8n — 2, 2,5, ..., 3n — 1; 


DRE vos one 2 20, des one 190654 Où 


si la permutation initiale est 1, 2, 3, ..., 3n. 
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136. Démontrer que si a, @:, ..., a, est une permutation 
présentant 7 inversions, après avoir rétabli La permutation initiale 
les numéros 1, 2, ..., n forment une permutation présentant le 
même nombre d’'inversions, à savoir Î. | 

137. Déterminer la parité de la permutation des lettres £, r, m, i, 
a. g, 0, L Si leur ordre initial est celui des mots: 

a) logarithme; b) algorithme. 

Comparer et expliquer les résultats. 


$S 3. Définition du déterminant 


138. Quels sont les signes des produits 

a) lrslsid 456146 b) Agora 51068025 
dans le déterminant du sixième ordre ? 

139. Les produits 


a) ArsGonlosl 1055 ; b) UESUAE ETES 


entrent-ils dans fa composition du déterminant du cinquième ordre ? 

140. Choisir i et 4 tels que le produit a,;G3o@4r@25@54 entre dans la 
composition du déterminant du cinquième ordre avec le signe plus. 

141. Relever tous les termes intervenant dans la composition 
du déterminant du quatrième ordre avec le signe moins et comportant 
le facteur @3,. | 

142. Relever tous les termes du déterminant du cinquième ordre 
de la forme ais@os@an, Gro@5x.e QUu'adviendra-t-il si dans leur somme 
on met as, en facteur ? 

143. Quel est le signe du produit des éléments de la diagonale 
principale dans un déterminant d'ordre n ? | 

144. Quel est le signe du produit des éléments de la deuxième 
diagonale dans un déterminant d'ordre n ? 

*145. S'appuyant uniquement sur la définition du déterminant, 
démontrer que le déterminant 


(6 7 Co (9 2 Xa . 


P: Pa Ps Pa Ps 


& > O O O0 
b, &) O0 0 0 
| C4 Co 0 0 0 


est nul. 
146. S'aidant uniquement de la définition du déterminant, 
calculer les coefficients de xt et 2° dans l'expression : 
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147. Calculer les déterminants : 


14100...0 000.01 {aa a 
020...0 000 10 02a a 
a) [(0035...01; b) : ©) [003 a 
000 1400...00 000 … 


Remarque. Si des conditions du problème l’ordre du déter- 
minant n'apparaît pas.clairement et s'il n’y a pas de mention spé- 
ciale, convenons d'admettre cet ordre égal à n. 

148. F (x) = (x —4ÿ(r—2)...(x—n +1). 


Calculer les déterminants: 
F(0) F(1) F(2) ... Fin) 


FD F@  F@ .. Fn+1) 
F(n) Fin) F(n+2).…. Fm 
F(a) F'(a) F'(a) .. F(a) 

| 7 F'G@) Fa)... F0 (0) 


e 0 + 


FO(a) FH (a) Fa)... FE) (a) 


$ 4. Propriétés fondamentales des déterminants 


*149. Démontrer que le déterminant d'ordre 7, dont chaque 
élément &;x est le complexe conjugué de l’élément az;, est un nombre 
réel. 


*150. Démontrer qu'un déterminant d'ordre impair est nul 
si tous ses éléments vérifient la condition 


Gin + ani = 0 
(déterminant antisymétrique). 
di: Œjs CRC din 


P ” [# À € CS | a æ = 
151. Le déterminant | * *%? #7 | est égal à A. 
Œn; dno .…. nn 
À quoi est égal le déterminant 


 Go1 App + ++ on 


As Age +. Ain 
ST US. ® 

En no nn 

di Go din 
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1352. Comment varie le déterminant si l’on écrit toutes «es 
colonnes dans l'ordre inverse ? 
*153. Quelle est la valeur de la somme 


Era, ia, io, 
(4) (24 
D 20) 24 24, | 


si la sommation est étendue à toutes les permutations @,, Go, -.., 4: 
*154. Résoudre les équations 


[A x zx? ... pm | 


2 — À 
4 (44 € a? | 
2 ss 
a) À Us (229  « as 1 == (, 
2 n— 1 
RE 
OÙ y, An ..., An-, Sont tous distincts. 
1 1 1 1 | 
| 
D) [4 1 27... 1 = (0 ; 
1 1 { .(n—1)—x 
& do 3 An 
dy At A —ZX da An 
) [a & a+as—x an = 0 
1 2 Go d} An + An —%T 


*{59. Les nombres 204, 527, 255 sont divisibles par 17. Démon- 
trer que 
204 
5 27 
290 


est divisible par 17. 
*156. Calculer le déterminant : 


a? (a+ 1)? (a+ 2}? (a +3) 

B® (B+1} (B+2)? (B+3) 

vi (v+ AP +2} +3} | 

62 (841): (842)? (8+ 3) 
24 


157. Démontrer que 


b+c c+a a+b a b c 
D,+e, Cr +a a+ b,|=2 a, cl, 
Dal Co Co+ A2 A2-+ Do > Do Co | 


am+ bp an—- bq 
cm+ dp cnr+dq 


158. Simplifier le déterminant , en le dévelop- 


pant suivant ses termes. 
159. Trouver la somme des cofacteurs de tous les éléments des 
déterminants : 


[a 0 0 O | AE. Ge à ea | 
a) .0 & 0 | 0 b) lo 0 a Di 
É DO 40, lan 0 .. 0 O0 


160. Développer par rapport aux éléments de sa troisième ligne 
et calculer le déterminant : 


4 O0 —1 —1 

O —1 —1 1 

a b €  d| 
1 —14 14 0 


161. Développer par rapport aux éléments de sa dernière colonne 
et calculer le déterminant : 


162. Développer par rapport aux éléments de sa première colonne 
et calculer le déterminant : 


$ 5. Calcul des déterminants 


Calculer les déterminants : 


+163. [13547 13647 
28423 28523 


164. 246 427 327 
1014 543 443|, 


— 942 721 621. - 


L 
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165. 13 1 1 1 


12 3 4 
6 
0 


1 —4 
3 —4 —1 


>; 


8 27 64 


21111 


172. |0111 


56000 


171. 


170. 


4 O a b 


15600 


4a0c| 
41bco0 


13111 


11411]. 
11151 


015601. 
00156 
00015 


11116 


1 0 
0 
1 
1 


x O —1 
Z 
0 
À 


174. 


y x+y 
X+y x 
T y 


NA 
y 
t+y 


173. 


01 —1 0x 


176. 


4 2— 7x2 2 


5) 


4 9— zx? 


| 


cos (a+ b) cos(b+c) cos(c+a) . 
sin (a+ b) sin(b+c) sin(c+a) 


cos (a —b) cos(b—c) cos (c — a). 


177. 


178. 


——— 


À =5 


0 


MOST 


+180. 


- an gs bn! 


a; 
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+181. 


+182. 


*184. 


+185. 


+186. 


+187. 


_ll ns 
EE qe —_— a” 
î: 


4 x Lo Ln-1 Ln 
LE sis Ba 
4 en. x ps 
L'ast + HS VE 
125 n—Â1 n #183. 11 22 ... 2 
133 n—1 n DD DT, À 
1, 2: n—AÂ nn DD dore Di 
123... n—8 n° 222 ..n 
1. 2:09 n—1 2n—1 

14 à, OU 0 0 Ô 
—1 1—b, bb 0 ( 0 

O —1 1—2b, b; (4) (Q) 

D: 0 D Dr tp 

O 0 O 0 — À 1 —b, 

a a+h a+2h ... a+(n—1)h 
—4 4 Ô 7. Ô 

O —a D (Q) 

OO Sn Ou 


1 C1 C2 Ci ... Cr? C1 C" 


MO Ci C0 C0 
10 Ci, ca Cr 0 
1 Ci C 0 0 O0 0 
1 C O0 0 0 O0 0 
do y A2 a An-z An-1 On 
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*{88. : a —1 O0 … 


8 4 2 9 2 9% 9% ee + = + « «e 


+189 n n—1 n—2 3 2 

4 Z% 0 0 0 

O0 —4 x Q 0 

0 O0 0 O —1 

*190. Calculer la différence f (x + 1) — 

4 O0 O0 0 
4 2  O 0 
4 35 3 0 


1 ()= 


1 

0 

(® 

0 

x 
(x), où 
0 x 
O x? 
O zx 


8 4 4 ss 0 0 2 0 m0 + se ee + + » 


2 13 ni NH 


Calculer les déterminants : 


+191. *192. 
L 0 dé nc 1 . 
a 4 
Gr LG +: hi À 
a xa 
Qi 5 À 54. Gnes À 
. + ee ne ee . D + os a a 4 
&; Œo d Hs 2 9 2 0 D 
a aa a 


193. x a a .. 


+. + 4 4% ee 2 D 4 ee » 
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#194. 


s1Ya. 


+196. 


197: 


*198. 


+199. 


ne —— 
LS 


0 O —a; 

0 {) — ln dn 

{ 1 Î 1 1 
jy —0: 0), () 0 
( ad, — 4; () (Q 


82 8 8 2 ee 5 ee À +? » 


() Ah) —ün 
{ | Î 1 {1a, 
kh —1 Ô ( . 
hx He ="T t} ’ 
hi?  hx h 281 (Q) 
Ra hat hat? has h 
011 1 
LOL ZT 
LU, 7 


4 9  % + 7 ee 


0 1 | 
1 O0 a +a ,..a+a: 


, + 9 ee = D 0e ee 8 + + ee + + « 


À a +4 An + 2 0 
4 2 3...n—1 nn 
L 14 4 1—n 


2e + + ee = + 


1 a +a, 0 ... An ü 


2 


+200. 9 RES Pre e 4 1 
ñ ri Jè 
n Fr} ib 
jt gti Lt D 
Jè n 2 
(l'ordre est n-+1). 
#201, | 1 «@ «° «a a 
Xy À a üu* 7: A 
Lo! Too | € : a"? 
Tn1 Tno Tn3 Lna 1 
#202. 1 2 3 4 n 
F2 4 2 3 n — 1 
3 À 1 2 n— 2 
4 3 2 { n—3 
nn—ln—-2n—3 1 
+203. | & b, Q 0 0 (Q 
Œ: Fee b, Ûs 0 (4) 0 
&s O —b, b 0 0 
Œn-] Ô (g 0 e — bn Dh 
Œn 0 0 O0. Ô — bn 
+204. 
a a? 0 0 0 
4 2a+b (a+b}? 0 ie 0 
O 1  2a+3b (a+ 2b} ... 0 
0 0 0 O ...2a(2n—1)b (a+ nb} 
0 0 0 (Q 1 2a + (2n+1)b 
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*205. +206. 


02y...00 LH iys 1H tige. 14 Tiyn 

ds Hi de , LH roy 1 + roÿe ... 1 Laon 

(Q) 0 0 + T y +. 2 ee + ee 0 ee + ee + e 

y00...0z LH toys LH rage... 1 + Znyn 
207. |a,—b, a, —b Gi— bn 
A — 04 A2 — Do 5 — bn 


An — 0, An —Vo ... An — bn 
4208. |1+atx, a+ ... a+ 


A + ZT: 1 Las + To CRC A2 FTn 


. ee + 2 0e 9 9 0 D 0% ee = + + 


An “+ T1 An FL +. 1+an + Zn 
at? — atPri un, a"+2?-1 — 


6 4 9 9 2 ee 0 + + + + 


QD eg a+PO-DH og ao 
210. Démontrer que le déterminant 
fi(a:) falar) +. fi (an) 
fa(ai) f2(a2) -.. f2(an) 
fn (a) fn (a) ... fn (an) 


est nul si f,(x), fax), ..., fn(x) sont des polynômes en zx, de 
degré non supérieur à rn—2, et les nombres «4, @, ..., &x sont 
arbitraires. 

Calculer les déterminants : 


*211. 141234...n—1n 
—1z00... 0 © 


0000 z © 
CGO0O0 —T x 
+212. ja +ri a ü@3 An-1 En 


—Zy Tr OÙ ... 0 0 


CE 


3 


+213. Œo €; (A2 se. En1 Un +214. OT A 22 Â 


—ÿy, L0 «4: O0 © 1 a; O0 ...0 
(4) — Yo Lo ... 0 0 " 4 0 az -.. 0 
O0 0 0... —Yn n 10 0... an 
+249. Inla, (n—1)!a, (n—2)!as ... a 
—n L 0 0 
0 —(n—1) x 0 
0 0 0 è 
216. |1 O0 O O 1 Ecrire le déterminant d'ordre n de structure 
4 a; O0 O O0! semblable et le calculer. 
1 1 & O0 © 
1 0 4 Œ3 0 
sl 0 0 | @a 
Calculer les déterminants 
217. 218 
a+f af 0 0 © 2100...0 
1 aœ+f$p af 0 0 no 
0 À a+$ 0 O0 OT 2:32 07" 
0 0 0 1 «+8 0000...2 
#219. |2cos80 14 0...0 O0 
4  2cos0 1 ... 0 (® 
0 O0 O0... 1 2c0s0 
220. |cosû 1 O  _... 0 
4 2cosQ 1 es À 
0 4  2cos8 ... © 
0 O0 O0 ... 2c0s0 
221. +222. 
zx 10...0 LY4 Tao Las + Tan 
1x1...0 Tao XoU2 LU +. LoUn 
017x 0|. T3 ToUs Asa +. ZsUn |: 


+ = = « 


1000 ...7x Lila LoUn LU vez aa: 
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*223. j1+a 1 AE: | 
4  Î+a 1  ... 1 


{ 4  1—Las 1 
4 OA A 14e 
224 +225 
1 1 À a; +1 Gi © Æ 
1 { ao+1i 1 Z GT 
Re X ZT G; 
4 an +1 1 SR 
An + 1 { 1 | ZT TX 
+226 *227 
Ti do A An) An Ta Gobi Gb ... nb: 
&, To 3 di G\bs Lo A2 ... Anbo 
di A T3 An-1 An di03 Godz Z3 ... Anb3!. 
Œ, & 3 LES Ch Gin An Asbn TL, 
Ai A A3 5 La 
+228. |xz;,—m 1% T9 Zn 
TL! Lo — mm T3 Th 
T; Lo La —m Tn 
Ti Lo L3 CR Ln — IN 
229. Résoudre l'équation : 
de Ur ne An An — Ant 
d; fo CRE An; — Ant Un —( 
4 —Xix Go n-1 En | 
Calculer les déterminants : 
*230. 1a00...00bk 
0a0...0b0 
00a&...b00 
NS Do ue (d'ordre 2n). 
00b a 0 
08 O0 0 a 0 
b 0 C O0 0 a; 


3 3ak. 11769 
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*231. |1 —b —Db —b —D | 
1 na —2b —3b ... —(n—1)b| 
4 (n—1)a a  —3b —(n—1)b 
{(n—2)a à a —(n—1)b 
{ 24 a à . a 
*232. Le di af, 
ai (r—a} ... «a 
| a | a; (x — an)? 
*233. |(x—a;) a Œiln 
Gyü> (x —a) Goln 
diln don (x — an) | 
*234. +239. 
1 —b, be (Q) à 0 0 do 3 a Œn-1 En 
— 1 1 — bo b; Où 32, 0 b, 0 3 Ua Un-1 An 
O —1 1—0b:b;, 0 b, b, O as Any An 
0 O0 O0 O0...1—by bb bb. OO a 
b, b2 ba ba ... bn 0 
*230. 1129345 :::1n *237.11234...n 
11234... n—1 zÂ123...n—1 
4z123 ... n-2 zxli2...n—2 
1xzz12...n—3| L'AILE T 42 n=9 
less | Tir 1 
+238. | ax" a,x”""1 a,x""à Grid Gn 
GT b, 0 0 0 
dpl” ŒiT b, 0 0 
apz""1 ax"? ax" . bn-y 0 
dr" ot" ax? ... at b, 
*239. Démontrer que 
GgoZ” 0 PE AA GpoT" ? <.. on oo dot Aj2 +++ gn 
doZ dy 0 0 io Au Ù 0 
GT”? doit C9 0 = x" U>o oi UE) LS 0 ° 
Ant" ane not"? Ann no ni An2 Ann 


Calculer les déterminants : 


4 14 1 1 1 1 1 
4 € 2 | C; ë CA C Le Î Co 
Le C BE Chrs Che Ci 
LC Ch Fra Ce Ce ces Craoiei 
+242. *243. 
sr : EC ue 
1 C5 C5 0 0 Co o 
l'O Ci Ce CS PP 
k+1 R+n 
Derrereeeese Cr DRE Du 
ÉNOTee RRE C 
+244. +245. 
Chi -Crrrsi Ciy2m 1 . Æ | 
Cham: Crtm+2 Citam+t |. 1 Ci : : 0 x 
SE . | 1 Ci Ci. 0 x? 
| CT 2m Cry5m+1 Cris ee eee 
À C Ce Ce F ads 
*246. | 1 O (g ( Se 
4 1! 0 0 z 
1 2 2! 0 x? 
41 3 9-2 3! 2° 
A nntn—i)nnm—1)(n—2) ... +" 
*247. 
œ a+ Ô a + 20 a + 3ù a +(n— 1) 
&œ  a-+ô  30+38 äa + 66 Cia + C?6 
(9 À 3 - Ô Ga + 4Ô 10 + 106 Cn10+ Cr 
a CN a+ à Chria+ Chr18 Ch da + Ca nd | Dn—20 + Con-20 
*248. LUYy..UU *249. |aa a ...a0 
ZX Y ... Y y aaa...0b 
A 
ee UE | 
LA A X y 0bb...bb 
“#22 Z 
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290. la, x x... x 291. [ca a a À 
LE RE EE - b © a & 
b be, a 1 
YYY-- ni 1... . . . 
b b b ...cn1 
1 11 . 14 0 
*292, lÀÂaaa ..a. *293. |1 29. n 
bapBs ..B LEUR 1 
ba .hB 3 4 9 2 
AS 
+ de niÂ2...n—1 
bBBB...a 
+294. a ath a+2h ..a+(n—1)h 
a+kh a+ 2h a+ 3h... a 
a+ 2h a+ 3h a+4h ... a+h 
a+(n—1)hkh a a+h... at(n—2)h 
255 LV HE D *206. |a bc d 
ET à badc 
unie cdabl] 
EE à 1 dcba 
297. jabcdefgh *298 ZX 4, G ... An 
badcjiehg U, Z GA ... An 
cda bghef] ee 
dcbahgije Œ; 2 3 z 
efghabcd| 
fehgbadec 
ghefcdab 
khgfedcba 
+259, | COS" Pi cos"2q, .. cos, 1 
cost1p cos"? ... COS 1 
cos" 1@p, cos""?Pr ... COSPn 1 
260. 1 1 { 
Sin @, Sin Po Sin Pa 
sin?@, sin?® ... Sin?@h 
ksin*"1@, sin"-1qs ... sin Œn. 
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261. | a (a—1)" ... (a—n)" 
a+ (a— 1)... (a—n)"1 


9 ss + ee ee = ee + + ee 


1 1 7 1 


262. | (a+ x)" (as + x) .. 4+zx 1 
G@+a) (a+z)? ... a+ | 


+ + + = ee 


CR 


(anti 2)" (ant) .. Ans x 1 


263. | (2n—1)* (2n—2}" ... n° 


(2n)" 


(2n— 1)" (2n— 2)" 1... n°1 (2n)"71 


0 2 + + + + 


2n — 1 2n — 2 . nn 
1 1 1 
*264. |w, a, a ... a"! 


2 n—-1 
WW Œo d, . + « &» 
Dr nn: 00 
+265. 1 1 1 


Zi 1 La + 1 Ta 1 


9 + 2% + 8 0 0 = + + = 0 0 = + ee  ” 


n-1 n—-2 n—1 f—-2 ni 1-2 n-1 n—2 


266. 
| { 
4 + sin y: 1 + sin P2 
sin @, + sin? , Sin Po + SIN? Po 


ee ee ee 2 ee ne 


267. 1 1 sv | 


P: (271) Pate) :.. Pit) 
Pa(Z1) Pate) -.. Pr(rn) 
Pn-1 (T1) Pn-1 (2) + + Pn-1 (Zn) 
OÙ Qa(z)— 2" + apr +... Las. 


{ 
4 + sin Pr 
Sin Pr + SIN? Pa 


Sp 
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268. 1 1 ne { 
. F(cosp,) F,(cosp) ... FÆ,(cos Pa) 
Fi(cosp:) Æ(cosp) ... Fi(cos@n) |: 


2 0 5 + + + 


Fa (cos ps) Fn-1(c08 pa) ... Fn-1 (COS Pn) 
où PF (x) — CRE +anziTi +... + ann 


+269. 1 1 1 


() (1) 


SARA | 


SO fZN  æcz—1) ... (x—k+i) 
ee (:)= D 


*270. Démontrer que la valeur du déterminant 


3 n—1 
À a a; ar 
?. 
4 an a an? 
Pour Gys As ..., Œn entiers, est divisible par 1*127-4,,, (n—1). 


Calculer les déterminants : 
*27 1. +272. 


4 2 3 és T1 T2 Tn 
14 25 3 ... nr FH Ron 
| z; Lo Tn 
+. + ee. ee + + + + © 3 2 2 
x x x 
4 22n-1 32n-1 n27-1 . : j 
2 + HI CINE 


* nr n— 1 n—2h2 n—i n 
273. } a  at-1b, at-?b? ... ab? b? 
n n— 1 n—222 n—1 n 


n n— 1 n—-22 n— 1 n 
Anti AT {On+1 Aa +. An0n3i CN 
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274, | sinta, sin"? cosa, ... sin, cos" ?a, cos” la, 
sin” lo, sin” ?@) COS ... Sin Œ COS" ÈŒ COS" 1% 


sin" lan sin 2@n COSGn ... Sin An COS 2 an Cost lan 


+275. 
ani aff-iba, ail ... atfibar-t gn 
ain+1 alta  aë-i+ai ... atlitar-i a 
a2* JE 2n— 1 | 2n—2 2 n 
aota TT Gus ner M Gipg ce anti + an! Anti 
+276. 


1 cos) cos2@ ...cos(r— 1) 
À cos, cos 2m, PR 


[2 e- L] » . . LA LU LL La è D Là La 


À cos, cos 29, ... cos un 1) Dn-1 


+277. | 
sin(r+1)æ sinræ ...sinæ 
sin(r +1) sin no ... sin; 
sin(n+1)a, sin nan ... sin 
+278. 
1. 1 in | 
Ti(ta—1) Zote—1) ... Zn(tn —1) 
ce 1) d—1) ann 1) 
2 (41) (4) - an — 1) 
*279. *280. 
1 4 1 | L 55, 1 
LE x? r° Li Lo + Tn 
1 2 n x? T° Jr: 
T's ua : LE 
° ° nc 2 n-2 n-2 
a a a" 2e Le re 
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281. +982. 
1 1 A+x, 1425... 142 
ti. #2 Tn Ars 1+ai ... 147 
| ë, + 1 g | 
A A+ x, 1+7 ... 1+ 2x2 
dd sis 
hf 2” .. PRE 
Ti Th 
283. 284. 
2 3 4 
«| L 4? x$ | 4 T T TL KM 
1 2x 9x? 4x ri 
. 1 4x x? 167 2504 
1 2x 3x? 4x | | ue è : _ 
3 992 y y" y y 
4x 3x 2x 1 1 2y 3y? 4 5yt 
+285, | 4 x x? ... 1" 
4 2x 3x ...(n+i)z” 
4 2x. 3x? ,..(n-+1}?1" 
L'or or (nie 
{ y y” y" 
+286. 2987. 
À TI x? PR FA | {| sf 2? è Æn1 
1 2x 3x? na" D 1 C..:Ciztt 
4 2x 3x? n°x""1 O0 O0 1 C3 _ x" 
4 2h13 Share, nant 00 0 C*= lg 
1 ÿ1 y 1 HS «| y y? y""1 
1: ve ÿr O 1 Ciy ... Chy"? 
CL Ynn Vnu Ur R 00 0 Cr ty 
288. 


a) Développer le déterminant du quatrième ordre par rapport 
aux mineurs des deux premières lignes. 
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b) Calculer le déterminant 


= ND = 


en utilisant le développement par rapport aux mineurs du Le 
ordre. 
c) Calculer le déterminant 


2 1 O0 © 
1 2 1 0 
0 1 2 1|° 
0 0 5 2 


en utilisant le développement par rapport aux mineurs du deuxième 
ordre. 

d) Calculer le déterminant du problème n° 145. 

Calculer les déterminants: 


141 14 10 0 0© 
2 3 40 0 0 a O0 b, 0 
3 6 100 0 0 0 « 0 d, 
4 91441 1 1! D ]5 0 a 0! 
5 45 24 14 5 9 0 & 0 © 
9 24 38 1 25 81 
1 4 0 0 0 1 À 0O00...0 a 
Zy Zo O O0 O0 x mm a B...B y. 
à a, b, 1 : 1 € | h) z Ba...B w 
Az DÜz Ti To Xs Co Ps cie 
as ba 2 2 2 4 Tn BB... Yn 
lær 2. 0: O0 0° a 00...02X 


i) En utilisant le théorème de Laplace, calculer le déterminant 
du problème n° 230. 

j) En appliquant le théorème de Laplace, calculer le détermi- 
nant du problème n° 171. 

k) Calculer le déterminant 


4 14 1 0 0 
1 2 3 0 0 
0 1 1 1 1 
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1) Soient 4, B,C, D les déterminants du troisième ordre, 
formés à partir du tableau 


dy Di ci d, 
dr Da Co do 
A3 Ds C3 ds 


par élimination respectivement de la première, deuxième, troisième 
et quatrième colonne. Démontrer que 


& db, €, d O0 0 
> 2 Co d O0 OÙ 
3 bDb3 c3 d3 O0 OÙ 
0 O a, Bb, © d, 
0 O0 & bb © d 
O O «3 b3 C2 da 
*m) Calculer le déterminant du quinzième ordre 


A A A, 
A4 A As 3 
A, A, À 


iormé de façon indiquée à l'aide des cellules 


a ZX Z —ZX —ZX 1 0 0 0 0 

x 2a a 0 O0 0 2 4 0 0 

= x a 2a 0 ON, X;=10 1 2 0 0 
—zx 0 O0  2a a 0 0 0 2 1 

—x 0 0 & 24 0 O0 0 1 2 


$ 6. Multiplication des déterminants 


289. Utilisant la règle de multiplication des matrices, représenter 
sous forme de déterminant les produits des déterminants : 


4 3 1 —2 
94 8ll-_3 2: 
3 2511—2 3 4 
Det 6er SE 
1.4.2 2 41 -1| 
2 4 141 
—, 9 «14 111311 |[—21 
hope all al mr 
24 = À 2 
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290. Calculer le déterminant À en le multipliant par le déter- 
minant Ô! 


12 3 4 1 —2 —3 —11 
, —10 —3 —8 0 | 0 A1 
D 20 4 4) 
24. 5. ‘49 O0 O0 0 4 
—1 —-9 —2 3 1000 
| _—5 5 3 —2 | —21001! 
ne ES CE || ee 3210! 
9 O0—2 1! —3 4 21 
abcd { | | 4 
badc | tt —=1 
RC | 
dcba 4 — 41 —1 | 
291, Calculer le carré du déterminant : 
1 { 4 1 A :=1 RE | 
| 4 —4 —1 2. 2: À { 
RE | 
1 —1 —1 4 19 7 —1 9 
a  b C d 
c) — b a —d C 
Te d a —b 
—d —c bb a 
292. Soit donné le déterminant 
oo oi oz re Co, n-1 
io di; &2 ... Gi, n-1 D. 
An-1,0 Œn-1,1 Œns1,2 +.  An-1,n-1 


À quoi est égal 


Po(z1) Po(zz) :--  Po(tn) 
Pr(ai) Pire) -.. ir) 


2 4 + + + 


Pn-1 (T1) Pn-1 (Z2) «:. Pn-1 (Zn) 


OÙ Pi(X) = doi + Quit +... + Any, 2 I? 
Appliquer le résultat obtenu à Ia résolution des problèmes 
un 265, 267, 268. 
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Calculer les déterminants : 

+293. 

(bo + 40)” (b4 + ao)" ... (On + Go)" 
(Bot a)" (bia) ... (a+ a)"|. 


a) 
(bo + an)" (bit an)" -.. (bn + an)" 
1—aTp? 1—a?p? 1—aÿpr 
1— œ1b1 1— 162 1— in 
1—oipr Î—aips 1— ibn 
b) | 1—@fs 1—fr ‘ Î—œfn |. 
1—anBr  1—anp? 1—anpr 
1— ans 1—anb2 1—anfn 
+294. sin 2; Sin (Œ, +) ... Sin(œy + n) 
sin (&> + œ,) sin 2% ... Sin(& +) 
sin(an +@;) sin(an +) ... sin 24 
+295. | 5 Si % Si 1 


n 
Sn Sn+1 Sn+2 --- Sen À 


OÙ sg = 2 tr t. + xf. 


*296. la bb ce d L m mn p 
b—a—d—-c m—I p—n 
e d—a-—-b n—-p-i m 
d —c b—a p n—m —I 
mn —p—-a b ce d 
m 1 p—n—b—-a d —c 
n—p ! m—c—d —a b 
p n—m L—d oc —b —a 


#297. | cos sing cos sin 
cos 2 sin2® 2cos2p 2sin 2? 
cos3p sin3 3cos3p 3sin3p| 
cos4p sin4p 4cos4p 4sin 4} 
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+298. 
CUS AP ñ COS nP sin AP n Sin np 
cos (n +1) (n+T)cos(n+1)p sin(n+t1)p (n+1)sin(rn+1)œ 
jcos(n+2)p (n4+2)cos(n+2)p sin(n+2)p (n+2)sin(r +2) 
cos(n+3)p (n+S)cos(in+5)p sin(n+3)q (n+3)sin(r+ 3) 


+299. +300. 
4 1 l | 
ie gs g-1 Ao En... Œn-1 
en An-1 Ag A --. An-2 
A PS g2(-1) —. g(n— 1)? dj o ds do 
< 2 , . …. af >: ; . 
OÙ E— COS ——+isin ——. (déterminant cyclique). 


301. Appliquer le résultat du problème n° 300 au déterminant 


ruzyl 
y Zu Z 
z y xul 
IUZYZx 


302. Appliquer le résultat du problème n° 300 aux problèmes 


n®% 4192, 205, 255. 
Calculer les déterminants : 


208 CR Ces CAEN A 
LÉ CS se CP CES 


C1, C, CC, 1 1 | 


n-1 
304. | 1 2a 3a... na"1 
na*1 À Za (n—1)a? 
a 93a 4Q { 
305. S—4 S—ûG2 ... S—û@n 
S— An S—4@ S— An! 


S — S — 3 CCR S—€@:; 


où S = 43 + do + >. À. ah. 
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306. | 271 CHR CAS. Cit Cr 
_: = u = Æ 
Ci "1 Cie” RES CS 542 C" 2} 
CE CE PE MCE CS PE 


+ ee ee + 


CAE CAE SCT CT ga 
P n—-? 
FN nt 
307. 241 ee) 1 14... ‘1 
| TT —1 | À 
1 { Test St 1 1 |: 
—1 —1 ES { { — { 
*308. cos — cos | 
| cos — Cos m—9r 
DE Li Fe cm 
n ñ 
_ : .— . . 
COS —— cos <—— COS — 
42 fl 


309. Icos0 cos28... cos n0 
cos nr cosô ...cos(n—1)9, 


0 + 0 0 0 7 pp « ee 


cos 20 cos 30 .… cos 0 


310. 
sin a sin(a+ h) sin (a+ 2h) 
sin [a+ (n—1)h] sin & sin (a+ h) 


+ 


sin(at*)  sin(a-+2h) sin(a+ 3h) 


az. on 
ne 12 2. (n—1 


... Sinfa+(n—1)h] 
.. Sinfa+(n—c2)4]| 


sin « 


312. Démontrer que 


= (40 + 34, + 302) (05 — aps — a942 + 245 + 2ai — 3a,a)*. 


313. Calculer le déterminant : 


a; Œo &; CRC | Un 
Te En &{ (D .. An 
SE Un —{ an Ün Œ1 . Œn—9 


| —— —— Us — Un ... 


(déterminant anticyclique). 


*314. Démontrer que le déterminant cyclique d'ordre 2n peut 
être représenté sous la forme du produit d’un déterminant cyclique 
d'ordre x par un déterminant anticyclique d'ordre #. 

315. Calculer le déterminant : 


€&; € Œ3 .:.. An 


Ddn 4; Œ + En) 
Un. Mn 4 ….. Tn-9 ‘° 
Häz Mdz His... di 


$ 7. Problèmes divers 


316. Démontrer que si 


au(x) Gi) +... Gin (x) 
A (x) = Ga (X) Ga (X) -.. aan (&) 


An1{Z) Ana (X) ... Ann (X) | 
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on a alors 
di (x) Ai (x) es din (x) 
A’ (x) _ do: (x) 22 (x) --. Gon (x) + ... 


“ne sr 
au (x) 42) -.: &in (x) 
a) Fat (z) A22(x) -.. don (x) 


Se + 0 0 + v « 


Ana (&) An (&) + ++ Ann (2) | 


317. Démontrer que 


Qu TE dy TtT ... Ant T Giy 2 + +. Ain _. 
doi + L Apo + Z Re on + Z (4 os ... Œon Lx » D A: 
3 
. + ee 2% + 1 2% 9% + ee ee e L 2 [] L L1 L] L] L] L 1 k=1{ it 
Ans + Z no + ._. Ann + TX An1 Uno .. nn | 


où A;4 est le cofacteur de l'élément a;». 

318. Utilisant le résultat du problème n° 317, calculer les déter- 
minants des problèmes n°5 200, 223, 224, 225, 226, 227, 228, 232, 
233, 248, 249, 250. 


319. Démontrer que la somme des cofacteurs de tous les élé- 
ments du déterminant 


dir Ar in 
os 2 Con 
On Uno nn 
est égaln à 
«| | { 
Gi — di A2 — do Aon — in 
ni An-1,1 An2 — n-4,9 :. Ann — An-i,n 


Démontrer les théorèmes : 

320. La somme des cofacteurs de tous les éléments du déter- 
minant n'est pas modifiée si à chaque élément du déterminant on 
ajoute un même nombre. | | 

321. Si tous les éléments d’une ligne (d’une colonne) du déter- 
minant sont égaux à l'unité, la somme des cofacteurs de tous les 
éléments du déterminant est égale à la valeur du déterminant. 

322. Calculer la somme des cofacteurs de tous les éléments du 
déterminant du problème n° 250. 
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+323. Calculer le déterminant 
(a,+0b,)! (a,+b)! ... (a+ bn)? 
(ay D) 4 (as + be) 4... (ar On) 1 | 
(an + D) (as -+ b,) 4... (an + bn)! 
324. Désignant par P, et ©, les déterminants 
4 À O0...0 0 a; À 0:22 0 (Q) 
—1 a 1...0 (0j 0 | 


RS de, et 
D 20: 02.4, À Érr An 1 
O O 0... —14 an | 0 O0 © =" a 
démontrer que 
| Ph | 1 
£ ce V6 RARE 
a + A3 + 
1 
Foi 
Calculer les déterminants ! 
*325. 326. 
rot p g 0 0 0 
b c a 0 0 2 p q 0 0 
0 b. 0 0! 0 4 p...0 0 
00 0...ca L 0 0 P q 
0 0 0...bc 0 O0 0 1 p 
*327. Représenter le déterminant 
Guy E Ag +. in | 
Œo Go + Z m5 on 
Un: no AR 


sous forme de polynôme ordonné suivant les puissances de x. 

*328. Calculer le déterminant d'ordre (2n — 1) si les (7 — 1) 
premiers éléments de sa diagonale principale sont égaux à l’unité 
et les éléments restants de la diagonale principale à #7. Dans cha- 
cune des (7 — 1) premières lignes n éléments se trouvant à droite 
de la diagonale principale sont égaux à l'unité, dans chacune des n 
dernières lignes les éléments se trouvant à gauche de la diagonale 
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principale sont égaux à nr — 1, n — 2, ..., 1. Les autres éléments 
du déterminant sont nuls. 


Par exemple, 11 4 14 4 © 41111060! 
01111 0111110 
1 23 O O0; 00111 1 1 
01230 1234000 
00123 0123400 
0012340 
000123 4] 
Calculer les déterminants : 
+329. x 1 O 0... O0 (4) 
—R  æz—2 2 0... O0 0 
O0 —(n—1) r—-4 3 0 
0 0 O O0. Â z—2n 
330. x 1 0 0...0 0: 
n — À L 2 0 se () oi 
O0 n—2 x 3...0 0. 
0 0 00 4 x 
331. 
x U dr xs © 0 
n (a — 1) x—1 24 OÙ …... 0 0 | 
0 (n—1}(a—1) x—2 3a 0 0 
Ô 0 0 0 a—1 z—n 
332 333 
Lente on-1 na"! | + 1 cu 
n-1 n-1 n—1 n 
OR CE RC: 
nt (n+4-1)7... (2n— 1) À : .. Le mie 
Â | 1 Î 


R EI n+2 "'" 2n—1 
334. Trouver le coefficient de la plus petite puissance de x 
dans le déterminant suivant : 
(+) (+... A+) 
A+) (Aux)... A+) 


(a (14 a) (La) 
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Chapitre 3 
SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES 


$ 1. Théorème de Cramer 


Résoudre les systèmes d'équations : 


335. 2t, — Xe — Le = 4, 330, Zi + Lo + 2xa = —À, 
8x, + 4x, — 2x3 = 11, 2%, — Lo + 2Xy3 —= —À4, 
8x, — 2x, + 4rs = 11. 4x, + 2 + 4xrs = —2, 
397. JE —<- 2%; + La = d 338. L —+- 2To + Ty — ol, 
Ds + So + Ze = À, 5t1 + Ta + 2x, = 29, 
2t, + Ze + Its = 11. JT, — La + Lg = 10. 
339. x, + x, + 2x, + 3x, = 1, 
Bt, — Lo — T3 — 2X, = —4, 
2%, + IT — La — Xi = —6, 


X, + 2% + Br — 2, = —4. 
340. x, + 2x2 + 3x, — 2x, = 6, 


2T, — Lo — dry — AT = 8, 
Ts + 2e — Lg + T4 = 
2%: 7 JE + 2T3 + Li — —5, 


344, x, + 2x, + 3xs + 47, = 5, 
27, + Lo + 2Trs + 324 = 1, 
SX: + Xe + Ts + drx = À, 
AL + dXe + 2ts + Li = —9. 


342. xs — ts + Ars, = —5, 
LZ — Ts + 32, = —4, 
SL, + 2e — 07, = 12, 
4x, + 32 — 573 = 5. 


343. 2x, — xo + ts + 27; = 4, 
821 + Sa + T3 + 22, = 6, 

ST — La — La + 2t, = 6, 

BXy — Lo + ta — Ty = 6. 
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344. 


349. 


346. 


347. 


348. 


349. 


390. 


351. 


Ti + Te tt + ri = 0, 
x, + 2% + 3x3 + 4x, = 0, 
Z + 32e À 6x4 + 107, O0, 
x, + 42e + 1073 + 207, = 0, 
1 À Ste + 023 + xt, — 12, 
3x, + Das + ts + xs ” Ù, 
5x: + 7x + xs + 32, = 4, 


7x, + ze + 2x3 + 0%: 16. 


Li Te + ts ta + a = 0, 

Ty — Lo + 2Ta — ty + IXs = 

Zi + Lo + ts <t 4m, + Yrs = 0, 

Zy — Lo + 8x3 — Or + 215 = 0, 
Z, + Lo + 167, ! 167, + Sr; — 


XL, + 2% + dTa + 4x4 
Li + Lo + 2t3 + d%, 
L + 5To + La + 2x 

L + 9Xo + 93 + 2Ti 


Lt ris TT 
Lo + La F Li + T5 = 
x, + 222 + 2x3 — 
Ze + 273 + 97, =. 

La + 27, + 3x5 = 2. 
d1 + 4x + 0x + 4x, + xs = 0 
ti + To + Ars + 67 + 475 = 0 
4x, + xs + ts + 42, + 6x; = 0, 
0 
0 


mt 


| 


=. 4 


| | 
hein 


RE 
he 


Gr, + Ato + Le + Li + 4x; —= 
AT . 6x; Sn AT; + Ti + Ls — 


2% + Le + La + di + 2x5 = 2 
Zi + 2ta + Ta + te + Ts = 0, 
LZy + Lo + ts + x + Ts = 8 
L + Le + Ts + am tas = — 
L1 À Lo + La + Li + 0T5s = 9. 
2 + 229 + 3x4 + 4x, + 5% = 1 
2%, + La + 2ra + Bxs + 4x; = 1 
2x + 2x + Zs + 2ty + 3ts = 1 
2x, + 2Xa + 2ta + di + 275 = 6 
2%, + 2roe + 2Za + 22, + ts = 3 


892. + 27, — ts + 4ty — xs = —1À, 
2Xy — Lo + Ste — AT, + 275 = 8, 
DT, + To — Lg + AT — X5 = à, 
4x, Æ ts ++ 4xs + 2x4 + 2x5 — —2, 
Ty — Lo — Lg + QE, — DEG —= —à, 
3853. 2x, — 9to + Axa — 3x, = 0, 
SX, — La + 11za — 13x, = 0, 
4x, + 0Xo — Ta — 2x, = 0, 
193x, — 297, + za + xs = 0. 
Vérifier que le système a pour solution æ ze — xs — x, = 1, 
et calculer le déterminant du système. | 


394. Démontrer que le système 


ax + by + cz + dt O0, 
bx — ay + dz — ct = 0, 
ct — dy — az + bt — 0, 
dx + cy — bz — at = 0 
possède une solution unique si a, b, c, d sont réels et non tous égaux 
à zéro. 
Résoudre les systèmes d'équations: 
399, Al, + Atet... + ar, + Pr, = a,, 
ŒŒty + to +... + Pr, + ax, = a, 


0 0 0 0 0 0 0 v 


PT, + axe + + ln + Aln — An 
où à = À. 
356. =" be A1 
DE Dep ep 
T1 To “TE 1. Tr — À 
bs —$: ba —$2 2 | Or — Pn | 


7 + + = ee 


D 2 NE ns | 
bn —P: 3 bn — B2 | Le bn —fn : 


où les b, Dr, ..., On, Puy Pr -.., Pr Sont tous distincts. 
SUTÉ PA + La +- ss. + Ta == , 
LA Le +... Étnan —É, 


n—1 1 — 1 
LOT + dde +... Hana =, 
où les @,, ©, ..., &\ sont tous distincts. 
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358. L1 + LoX; +- CE «+ KR 0 is —= Uy, 
Ti + ToU E A Li: — Lo, 


1 
Li + Loin + 0 HAUT = Un, 
où les œ, %, ..., &, sont tous distincts. 


999, Zi ze +... Lin  —=u, 
Lis “Too +... +XnQn —= Us, 
tant TO +... Lorna = Uy, 

où les.œ,, @&, ..., @, sont tous distincts. 

360. 1+ z,+ r+...+ za =0, 
1+2r, +22, +... + 2x —0, 


en 


$ 2. Rang d’une matrice 


361. Combien de déterminants d'ordre # peut-on former à partir 
d’une matrice à m lignes et n colonnes ? 

362. Former une matrice dont le rang est égal à: a) 2; b}) 3. 
+ 363. Démontrer que le rang d'une matrice ne change pas si 

a) on remplace les lignes par les colonnes ; 

b) on multiplie les éléments d’une ligne ou d'une colonne par 
un nombre non nul; 

c) on permute deux lignes ou deux colonnes ; 

d) on ajoute aux éléments d’une ligne (ou colonne) les éléments 
d’une autre ligne (ou colonne), multipliés par un nombre quelconque. 

364. On appelle somme de deux matrices à un même nombre de 
lignes et de colonnes la matrice dont les éléments sont la somme 
des éléments correspondants des matrices qu’on ajoute. Démontrer 
que le rang de la somme des deux matrices n’est pas supérieur à la 
somme des rangs des matrices qu'on additionne. 

365. Comment varie le rang de la matrice si on lui adjoint: 
a) une colonne ; b) deux colonnes ? 

Calculer le rang des matrices: 


366. 367. 
0 410 1 75 0 116 39 (g 
4 818 7 171 —69 402 123 45 
40 18 40 17 | 301 O 87 —417 —109 }° 
14 717 5 114 —46 268 82 30 
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309. 


368. 


ON = si 9 
= 
Q OO SN © 
CN 
CO 1 O9 9 
EN | = 
OI Y © © 
mi © (ay 
Lu 
«Ÿf © EE Lo 
A CVS 
ON 1 19 © 
th oO Lo 
= To) 
OT = 
CN eu ui CN 
— 


ï 
2 —7 
0 1 
0 1 
2 1 
1 2 


2 0 


Do —8 —9 —12 
0 Î 


1 —2 
379. 
377. 
1 


| | 


100 À 4 
0140 2 5 
001 3 6 
1 2 3 14 32 
4 5 6 32 77 
11111 


372. 
374. 
976. 


] 


2 1 —1 
4 —13 —1 —8 
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$ J. Systèmes de formes linéaires 


381. a) Ecrire deux formes linéaires indépendantes. 

b) Ecrire trois formes linéaires indépendantes. 

382. Former un système de quatre formes linéaires à cinq indé- 
terminées tel que deux de ces formes soient indépendantes et les 
autres représentent leurs combinaisons linéaires. 
Trouver les relations principales entre les formes des systè- 
mes : 


383. y, = 2T, + Te + Ta — T4, 


304. 


389. 


386. 


307. 


389. 


390. 


392. 


VE 
V3 
Yi 
Yo 
U3 


Y& 


Ua 


= Dr, — Lo + 2x, + 4x, 
= L + Le + Its + T4. 


— JT: + To A DT —- 4%, 
—. JT] — Lo + T3 Cid 3T 
— JT: + OL + 13z; —- 11x.. 


= Êt, + Dre — 4%, — Li, 
= Li — Te + Lg + Ts; 
= OL Ode — Li FOR 
= JT, + Oro — Jr, — 524. 


= 2% Ets — 2 + x, 
= L + 2Xo + Ta — L4, 
= Li + Lo + 2X3 + Lu. 


= LT + 22 + SX + Lu, 388. Y1 — 


= 2x, + to + Ta + 2x4, 

= 32, rs 27 = 27. 

= 42 2, OT 

= Li À Lo À Lg À Li À Ts 

= L, + 2Xa + dt + Ars + L5, 
= ZT) + to + Or, + 10x, + 5, 


= 2, | 4x, + 10xs + 207, + xs. 
= Ty + 2To + ts — 4x, 391. 


— 2%; —= Lo + T3 + OL: 
= 27; — Lo + STs — Ta, 
— 2x, + 32%, — 47, + x. 


— 2x, + 8ts + 073 — ty + %5, 


= TL — Le + 2ry + dt, + 5%s, 


Ye = DTy À 2e 
Ys = Li T Lo 


Ya —= dXy + DT 


fa SE 


— Jr, + 7to + Br — 1x, — 3x5, 


= Li, — Lo + La — 27, + 3x3. 


2T, + Lo — DL 
DT + Lo — Sa, 
4x, + 2TZo — a, 


À! — 12: 


393. y, = 2T — Lo + Sg + Te — 5: 

Vo = Li + Xe — JE + La + 2%, 
DT — OX + 1274 + 1x, — 5x5, 
Ya = y — To + Ole + JT, — 3T5. 


394. y, — 2 + 2ta + Ta — 24 + Ts, 
Ya = 2Ty — Lo + La + Jtx + QT. 
Y3 = Ti — Lo + 2T3 — Ti + Ts, 
Ya = 2 + La — Ts + La — 25, 
Ys = Li — Lo + lg — Lg + Ts. 

= AT + Do — La À La — Lo, 

Yo = 2 + Lo — La + QT, — Os; 

Ya = Ti — Se À La — 25; 

Ya = Li + 0T2 + 223 — rs + rs. 


396. y, — ti. + 2to — La + Ts — Zs + 2%, 
| Ya = ty — Lo + Dta — 4Xy + Ls — Te: 
Ys = Ty + Lo — Ty Ÿ Tr + Ls + Tes 
Va = ty — ts + 8x — 15x, + xs — Ste, 
Us —= OX + 0%e — 6x3 + 117, + Ixs. 
397. Yy — Zi + 2To À Zg — DL, + 2%, 
Va = ai + Ty + To + a — 3 
Ya = Ly + La + ds 1 Ty — 275, 
Ur = ty + JXo — Ag — 17%, + Âts. 


Choisir À de manière que la quatrième forme soit la combinaison 
linéaire des trois premières. 


e 
| 


395. 


ss 
| 


À 


$ 4. Systèmes d'équations linéaires 


398. Résoudre le système d’équations : 
Li, — 279 + Lz + Le — 1, 
Ty — do + La — Li = —À, 
Ty — 2Tn + Lg + Ex = 0. 
399. Choisir À de façon que le système d'équations. 
2Ty — Le + La FT = 1, 
Ti + ÊXe — La + 4%, = 2, 
Z, + ts — At + lry = À 
possède une solution. 
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Résoudre les systèmes d'équations: 


400. x, + ze — 3x3 — 
2X, + Ze — 27 = 1, 

Zy + To + Ts — 3, 

XL, + 2Ta — Its = 1. 


402. 2x, — ze + 3x3 = 3, 
IT, + Lo — Da = 0, 

AT, — Lo + Za = 8, 

Ta + 8Xe — 19x, — 


404. 


— 6. 


2% + Lo — Ta + Ti 
ST, — 2Lo + 2Ta — 3x, 
DE + Lo — Ts + 27, 
2Ty — Lo + La — 82, 


AOL. 27, + xs + 23 = 2, 


L: —+ ÎTo + La — Se 
Ly + Te + ts = 
2%; . ÎTo En Ta — 


403. x, + 3x, + 2x, = 0, 


405. Ty — Lo + Ts — 21 = À, 
2, — Lo — 374 = 
3T, — La + L y 


27: + A — 2T3 + JT, 


406. x, — 27, + 3rs — 4x, 
Li — Ts + Ti 


T1 + 2% 


_— T4 


— to + ty + 2 


407. x, + 22, + 3x, + 4x, 
DT + Ste + 4za + x, 
Tr + to + Zï3 + 27 
4x, + zo + 2x3 + 3x, 


408. 2x, + 3x, — xs + 5x, — 0, 
DT, — Lo + 223 — x, = 0, 
Az, + 2) — 3x4 + 6x, = 0, 

TL, — to + 4x — Tr, = 0. 


2%, — To + 3X3 = 0, 
DT — JL + 4xs = 0, 
T, + 172, + 4x, — 0. 


409. 


410. 


411. 


412, 


27, = JTo —- JT or ot, Ce 0, 
72, — 22, + Z3s + dx, = 
Zy À Lo — 3%, — 25 = ( 


‘+ 


0 
Œ ou To -i- PA A =. Lr — 0, 
4, nn To + GT +- ÔT ; EEE AT; = (, 


hrs = rat As — 1x5 = À. 


dé 
Ti + Lot Ts Lait T0, 

y + To + X3 + Ty — Ds == — 

Lo + dla + 27, + 6x3 = 23 

Gas + 422 + 3x + 3ry — 2x5 = 12. 
Ty — ls + Ts — Li + Ls 0, 


2, + Lo — Las + 27, — 3x3 = 0, 
8x, — 2e — La + 2, — 2x5 = 0, 


Ty — Do + Ta — 2t4 + 2x5 = 0. 


413. x, — 2x + xs + Z, — 3 = 0, 
2% + Lo — La — Li + 25 = 0, 

Zi + 7To — 93 — 924 + 975 = Ù, 

Bt, — Lo — ls + Li — Z5 = Ù. 

414, 22 + Lo — Lo — di + Z5 = 1, 
Ti — Lo + La + Zi — 275 — Ù, 

BXr + To — ta — ts + 475 = 2, 

4x, + 5er, — 5x — 524 + Ts = 3. 

415. 2x, — 2x + La — Li + Ts — 


416. 


Ty + Te — Lg + Ti — 275 — 
At, — 107, + Sxs — 5x, + Trs — 
2x, — 4x, + Tara — 7x, + Vlr, — 
JT + Lao — 2X3 + Li — 5 = 1, 
2Zy — Lo + 1Z3 — 3tx + 945 = 2, 

Zi + 9% — Qrs + 5x, — T5 = 3, 
DT, — 2e + T1ly — 94 + St: = 3. 
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417. L + ta — dy + 275 = 1, 
Li — Lo — lg + Li — 3X5 — 2, 

2T, — Ita + ts — 92, + 2ts = 7, 
Jr, — 9x, + Gras — 167, + 2x; = 25. 


418. Li + OXa + 0%Xa — 4x, = 1, 
Li + Ste + 2Ta — 2x, + Ls = —À, 
X] — To + La — Li — 5 = 3, 


Ti — Aloe + La + Li — 25 = 3, 

Li + te + La — Li + Ls = —1. 
419. x, + 2x + 3xra — 2, = 1, 

Tr  2le + Tam =, 

2T, + To + La + Ti = 1, 

ÊT, + 2Ta + 2re — y = À, 

Ty + Ole + 2%a = 2. 

420. x, — 2x, + 3x3 — 4x, + 2x5 = —2, 


Ti + 2Xe — T3 — 25 = —8, 
Li — La + 2Ta — 324 = 10, 
Lo — La + Ly — 2Xs = —9, 


22, + to — L3 + 21 + 4xs = 1. 
&21. Le système 


ay + dbz =e, 
ex + az — b, 
bz + cy = a 


possède une solution unique. Démontrer que abc = OÔ et trouver 
Ja solution. 
Résoudre les systèmes d'équations: 


422. kr + y + z= 1, 423. x + y + z+ tt — 1, 
x + Ày + 2 = À, x + Ày + z2+ 1 = À, 
x + y + Àz = . z+ y+Az+ 1 = À, 


xt y+ 2+Lû = 
424, x + ay + a°z = a, 425. z+ y+ z—1, 
x + by + b°z = bi, ax + by + cz = d, 
zx + cy + cz = c. ax + by + cz = d?. 
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426. ax + y +z—=4, 427. ax + by + z = 1, 
z + by +z—=3, zx + aby + 2 = b, 
x + 2by 4 z = 4. z + by + az = 1. 
428. ax + y+ z—m, 429. x + ay + az =, 
T+ay + z=n, zx + ay + abz — 4, 
LE y dz = D. bx + a?y + a%bz = ab. 
430. (à + 8) x + y + 2z = à, 


Az + (À — 1) y +3 = 22, 

8 (À + 1) x + Ay + (À + 3)z = 3. 
431. he + ÀAy + (À + 1) z — À, 
À + Ày + (À — 1)z = à, 
(À + 1) x + Ay + (2X + 3) z = 1. 


432. 8kx + (2k + 1) y + (k + 1)z = k, 
(2k — 4) x + (2k — 1) y + (k — 2) z = k +1, 
(4k — 1) x + 3ky + 2kz = 1. 
433. ax + by + 2z.— 1, 
az + (2b — 1) y + 3z = 1, 
ax + by + (b + 3) z — 2b — 1. 
434. à) 3mx + (3m — 7)y + (m—5z—m—i, 
(2m — 1) x + (4m — 1) y + 2mz = m + 1, 
4mx + (5m — 7) y + (2m — 5) z = 0. 
b) (2m + 4) x — my + (m + 1) 3 — mm — 1, 
(in — 2) x + (im — À) y + (m — 2) z — m, 
(2m — 1) x + (m — 1) y + (2m — 1) 3 = m. 
C) (5A + 1) x + 2Ây + (Aù + 14) z = 14 + X, 
(AA — 1)x LA — 1) y + (44 — 1) z = —1, 
2 (8A + 1) x + 2Ay + (SA + 2) z = 2 — À. 
4385. a) (2e + 1) x — cy — (ce +1) z = 2c, 
8cx — (2c — 1) y — (3e —1)z = ce +1, 
(ec + 2) x — y — 2cz — 2. 
b) 2 (À + 1)x + By + z = À +4, 
(AA —1)z + (+1) y + (2À — 1) z = 2à + 2, 
(SA — 4) x + (À + 1) y + (BA — 4) z = À — 1. 


c) dr (04 = 1) y & (4 4-2) #1, 
(d—1)y +(d—3)z=1 + d, 
dx + (34 — 2) y + (3d + 1)z = 2 — d. 


d) (3a — 1) x + 2ay + (3a + 1): = 1, 
2ax + 2ay + (3a + 1) z = a, 
(a + 1)x + (a + 1) y + 2 (a + 1) z — a. 


436. Trouver l'équation de la droite passant par les points 
Mi (ss Y1), Ma (Go Yo). 

437. Dans quel cas les trois points 47, (x,, y}; M (x, yo; 
M 3 (ts, ya) sont-ils situés sur une même droite ? 

438. Dans quel cas les trois droites a,x + b;y + ec, — 0; a,x + 
+ boy + © = 0; ax + bsy + c3 —= O passent-elles par un même 
point ? | 

439, Dans quel cas les quatre points Mo (to, yo); M, (x, wi); 
M (tes Ye); Ma (Œs, Ya) Sont-ils situés sur une même circonférence ? 

440. Ecrire l'équation de la circonférence passant par les points 
M, (2, 1); M, (1, 2); M;(0, 1). | 

44. Trouver l'équation de la courbe du second degré passant 
par ppinte M, (0, 0}; M, (1, 0); Ma3(—1, 0); M, (1, 1) et 
M5 (—1, f). 

442. Trouver l'équation de la parabole du troisième degré pas- 
sant par les points À, (1, 0); M,(0, —1); M,(—1, —2) et 
M, (2, 7). 

443. Etablir l'équation de la parabole du n°" degré y — açx* + 
+ art +... +a, passant par nr + 1 points M, (to: yo): 
M; (Ts, Ya) ; M; (Las Ya); .. M, (an Yn): 

444. Dans quel cas les quatre points M,(x,, y, 2): 
M 3 (fes Vos 22)3 Ma (Zas Ur 25)3 Mi (dr Yu Z:) sont-ils. situés 
dans un même plan ? 

445. Former l'équation de la sphère passant par Îles points 
M, (4, 0, 0); M, (1, 1, 0); M, (1, 1, 1); A, (0, 1, 1). 

446. Dans quel cas n points M,(x,, y); M; (xs, yo); 
M 3 (ts, y): - . . 5: M, (x, y,) sont-ils situés sur une même ilroite ? 

447. Dans quel cas n# droites a;x + by + ce, = 0; a,x + 
+ by +e = 0;...; a,x + b,y + c, = 0 passent-elles par un 
même point ? | | 

448. Dans quel cas.n points M, (x,, y, 21): Ma (ta Yor22) 5 

3 M, (tn, Yn: Zn) sont-ils situés dans un même plan. et 
dans quel cas ces mêmes points sont-ils situés sur une même droite ? 

449. Dans quel cas nr plans ÀA;x + B;y + Ciz + D; = 0 
(i — 1,2, ..., n) passent-ils par un même point et dans quel cas 
tous ces plans passent-ils par une même droite ? 
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450. Éliminer x,, ts, ..., x,_, du système de n égalités: 


n 1 — 
ls = dyota + . LQi, n-4Tn-1 + din = 0, 
pli + ana + 4 + @o, n-4Xn-1 À don = 0, 
Ont} —+— Anol'o + … -|- Un, n-12n-1 + nn = 0. 
451. Soient 
Gus : (1) __ : : (} 
(2) __ : (2) __ . è (2) __ 
M) At) , A CM) 
Ti ms Lo 7 Emgs cs An — mn ]J 


m solutions d’un certain système d'équations linéaires homogènes. 
Ces solutions sont dites linéairement dépendantes s'il existe des 


constantes ©, Co, . . ., Cm, non toutes nulles, telles que 
C@ui + Cotoi + + + + CmAmi = Ù 
Hit, 25 sin): (2) 


Si par contre les égalités (2) ne sont possibles que pour « —.c, = 
— Cm = 0, les solutions sont dites linéairement ndénendantes. 
Convenons d’ écrire les solutions à l'aide des lignes de la matrice. 
Ainsi, le système de solutions (1) s’écrira à l’aide de la matrice 


11 X2 ss in 
Œo1 oo .. » on 


mi m2 CRC mn 


Démontrer que si le rang de la matrice À est égal à r, le systè- 
me (1) possède r solutions linéairement indépendantes et Jes 
solutions restantes du système (1) sont leurs combinaisons linéaires. 

452. Démontrer que si le rang du système de m équations li- 
néaires homogènes à » inconnues est égal à r, il existe (n — r) solu- 
tions linéairement indépendantes du système et toutes les autres 
solutions du système sont leurs combinaisons linéaires. 

Un tel système de (7 — r) solutions est appelé système fonda- 


mental de solutions. 


453. La matrice 1 2 1 0 0 
141 —2 0 1 0 
0 0 14 —1 0 
4 —2 3 —2 0 
est-elle un système fondamental de solutions du système d'équations 
LÀ Lot La + + ts = 0, 
ty FATe + La + Li — 8x5 = 0, 
zo + 2x, + 2xs + 6x5 = 0, 
5x, + 4ts + 3xs + Br, — x, = 0? 
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454. Ecrire le système fondamental de solutions pour le système 
d'équations du problème n° 455. 


[0 O0 —1 4 0 


455. La matrice 6 —2 4 0 ) représente-t-elle Île 
4 0 0 —6 2 


système fondamental de solutions du système du problème n° 453 ? 

456. Démontrer que si À est une matrice de rang r, formant un 
système fondamental de solutions d'un système d'équations linéaires 
homogènes et B une matrice non singulière d'ordre r, la matrice BA 
représente éralement un système fondamental de solutions du même 
système d'équations. 

457. Démontrer que si deux matrices À et € de rang r sont des 
systèmes fondamentaux de solutions d'un système quelconque 
d'équations linéaires homogènes, l’une d'elles est le produit d’une 
matrice non singulière B d'ordre r par l’autre, autrement dit À — BC. 


458. Soit /@&uy Ayo +. in Un système fondamental de solu- 
Loi M2a + + + An 


Xr] Xro ... + Œrn 


tions d'un système d'équations linéaires homogènes ; démontrer que 


TL; = C1 + CaQo; + CE - CrŒrjs 
Lo = CjUye À Cao À + + + À CrOras 
Tn = Crdtin Ÿ Coon + eee + CrArn 


est la solution générale de ce système d'équations, c’est-à-dire que 
chaque solution du système peut en être obtenue pour certaines 
valeurs de ",, €, . .., c- et inversement. 

459. Ecrire la solution générale du système du problème n° 453, 

460. Vérifier que (11 1—7) est le système fondamental de solutions 
du système du problème n° 403 et écrire la solution générale. 

461. Ecrire les solutions générales des systèmes d'équations des 
problèmes n°5 408, 409, 410, 412, 413. 

462. Connaissant la solution générale du système d'équations 
du problème n° 453 (cf. la réponse du problème n° 459) et sachant 
que æ, = — 16, x, — 23, xs = x, = x5 — 0 est une solution parti- 
culière du système 411, trouver la solution générale de ce dernier. 

463. Ecrire les solutions générales des systèmes des problèmes 
n° 406, 414, 415. 
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CA 


C'hapitre 4 
MATRICES 


$ {. Opérations sur les matrices carrées 


464. Multiplier les matrices : 


Ga) 1} »(21)( 52) 


< 
LE 


CO 


DL 1 1 —1 
C) F2: 2) (: — 1 | 
423 { (4) | 
123 hat 22 4 
d) (24 s). (4 —2 —4}: 
3 6.9 1 2 4 
1 2 1 2, 3 1 12% 
e) {: 1E 4 o) 0 1 2 
3 1 1 L2r-1 Sa 
a D C\ lac 
f) ; ie | 
1 1 1 ca 


465. Effectuer les opérations : 
d 3 | : 2 nl 3 ) 
a | C ; 

? ie | 9 
012 C 3 4 —2 
1 ‘e COS @ —sin + 
Es ; ©) | à 

sing cos 


CL nm 
l ni r 7: 
*466. Trouver oi] L | (œ est un nombre réel). 
— 1 


(|) 


Hi-rX 


—_—— 


t 


3ak. 11769 


467. Démontrer que si AB BA, alors 
a) (A+ B)°= A+ 24B + B?; 
b) 4?—B?=(4+ B)(A—B); 


c) (A+ BB) = A+ + A"1B+ “Dre 
468. Calculer AB — BA si: 


121 4 11 
oa-f2ie).»-(-420) 
123 121 


210 3 1 —2 
» 4 ie). | 3 —2 ). 
_121 e — 


469. Trouver toutes les matrices qui commutent avec la matrice À 


at jnac(t to a(o 1 
a) = 4 _14}:9) (iso Lee: 


470. Trouver f(À): 


2 11 
a) f(x)=2—x—1, s-(s 1 2 
1 —10 


DA 
b) f(x)=2—57+ 8, a=( 4 


471. Démontrer que chaque matrice du deuxième ordre À — 
a b FT | 
= ( : vérifie l'équation 
2%— (a+ d)x+ (ad — bc) = 0. 


472. Démontrer que pour toute matrice donnée À vn peut trou- 
ver un polynôme f (x) tel que f (4) = 0. Tous les polynômes ayant 
cette propriété sont alors divisibles par l’un d’eux. 

*473. Démontrer que l'égalité AB — BA — E est impossible. 

474. Soit A" — 0. Démontrer que (E — A) = E + À + 
+ A+... + Ar 

475. Trouver toutes les matrices du deuxième ordre dont les 
carrés sont égaux à la matrice nulle. 

476. Trouver toutes les matrices du deuxième ordre dont les 
cubes sont égaux à la matrice nulle. 

477. Trouver toutes les matrices du deuxième ordre dont les 
carrés sont égaux à la matrice unité. 
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478. Résoudre et étudier l'équation X A4 = 0, où la matrice 
donnée À et la matrice cherchée X sont toutes les deux du deuxième 
ordre. 

479. Résoudre et étudier l'équation À? — À, où la matrice 
donnée À et la matrice cherchée X sont toutes les deux du deuxième 
ordre. 

480. Trouver la matrice inverse de la matrice À : 


1 2) ab). 
y 4=(, s): h) 4=(° A 


1 3 —5 7 
| RP 
£ ; 0 1 2 —3 
00 ; 00 1 2 
00 0 1 
» 2: Fer 
dde to) f) 4— De 
0 1 —1 4 —1 
4 —1 —1 { 
19 100 OL Tue 
101... 
À == . so h) À =£ 1 1 0 Î 
g) 11 134 Ù ) A= ... , 
re 4 1 1.:.:0 


| 

den Ve Li ee 
i) A1 € et .. e-2 

Lane Ps enrhe 


A ‘ 2 . Q PAL 
où ë — COS — + À Sin — : 


FRE | O ... Ô 
— PAR (ERP 0 
j) À — O —1 Dr: O E; 
0 0 0... —12 
1 3 5 7 2n — 1 
2n — 1 À 3 5 2 — 3 
k) AzT 2n—3 2n—1 13 2n — 51 ; 
3 5 4 Ji: { 
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10 0: ss 0 c 
0 4 0 . 0 © 
1) À — 0 0 | F 0 C3 
0 0 0 ...1 €, 
b, bs b: : Dh (42 
À —7x 0 . 0 
0 4 —2 .., Ô 
mn) À — . s + + + … . 
0 0 J'uLt y 
dy di do n 
f 1 
1+ { 1 1 
{ 
À l+ Â { 
n) A — | : 
Ï { | Fa { 
1 di 


o) connaissant la matrice PT, trouver la matrice inverse de la 


matrice encadrée 
(y à) 
V a} 
481. Trouver la matrice inconnue X à partir des équations: 


1 1 —1 1 —135 
2 9 4 —6 
o(25xe( 5): » x ( 0) [s 2) 


1 —1 1 1 —25 


111...1 210...0 
011...1 121.0 
1001 .X=|012...0!: 
000...1 000...2 


o (2) 2)-( 1) 
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funds 
bem 
ES 
Fm 
Es 
= 
is 
—_ 
(en 


—1 10 00 1 1 —H...0 
ef 0 11 ON X.1 0  1...0 |- 
GO TA Du nt 

/1 (Q Ô . Ü ( 
 — 0 0 
PER 0 0 
D VUS DER 

D 0 et 27, 


{2 2 1 21 1 0 
D F J* 4 4. 8) x-( )=(0 4 


482. Démontrer que si ÀAB = BA, alors ÀA-1B — BAT. 


483. Calculer @ (A), où (x) — LEZ, A = 5 n 
H 2, 1} 

484. Trouver toutes les matrices réelles du deuxième ordre dont 
les cubes sont égaux à la matrice unité. 

485. Trouver toutes les matrices réelles du deuxième ordre dont 
la quatrième puissance est égale à la matrice unité. 

486. Etablir l’isomorphisme du champ de nombres complexes 
et de l’ensemble des matrices de la forme a ) pour a, b réels. 


—bDb a 
487. Etablir que pour a, db, c, d réels, les matrices de la forme 


| a + bi c—+ di\ constituent un anneau sans diviseurs de zéro. 
488. Représenter (a? + b? + c? + d?) (ai + bi + «5 + dé) sous 
la forme de la somme des quatre carrés des expressions bili- 
néaires. | 

489, Démontrer que les opérations suivantes sur les matrices: 

a) l’échange de deux lignes, 

b) l’addition aux éléments d'une ligne de nombres proportion- 
nels aux éléments d’une autre ligne, | 

c) la multiplication des éléments d’une ligne par un nombre 
différent de zéro, . 
sont réalisées par multiplication à gauche de la matrice par 
certaines matrices non singulières. 

Les mêmes opérations sur les colonnes s'effectuent par multipli- 
cation à droite. 

490. Démontrer que chaque matrice peut être représentée sous 
la forme PRO, où P et Q sont des matrices non singulières et la 
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matrice À une matrice diagonale de la forme 


. 


*491. Démontrer que chaque matrice peut être représentée sous 
forme de produit des matrices £ + œe;x, où e;, est une matrice 
dont l’élément à l'intersection de la itme ligne et de la kïème colonne 
est égal à 1 et dont tous les autres éléments sont nuls. 

*492. Démontrer que le rang du produit de deux matrices carrées 
d'ordre n n’est pas inférieur à 7, + r, — n,oùr,et r, sont les rangs 
des facteurs. 

493. Démontrer que chaque matrice carrée de rang À est de 
la forme 


As Ale +. Ain 
Ai Abe -.. ob 


9 2 4 "tt ee + ee 


ÂAnls Anbe --. Ann 

*494. Trouver toutes les matrices du troisième ordre dont les 
carrés sont égaux à la matrice nulle. 

*495. Trouver toutes les matrices du troisième ordre dont les 
carrés sont égaux à la matrice unité. 

*496. Supposons que les matrices rectangulaires À et B possè- 
dent le-même nombre de lignes. Désignons par (4, B) la matrice 
qui s'obtient en adjoignant à la matrice À toutes les colonnes de la 
matrice B. Démontrer que rang (4, B) < rang À + rang B. 

*497, Démontrer que si À? — Æ, alors rang (£ + A) + rang 
(E — À) = n, où n est l'ordre de la matrice À. 

*498. Démontrer que la matrice À possédant la propriété 4? — 
— Æ peut être représentée sous la forme PBP-1, où P est une ma- 
trice non singulière et PB une matrice diagonale dont tous les 
éléments sont égaux à +1. 

499. À quelle condition doit satisfaire la matrice à éléments 
entiers pour que tous les éléments de la matrice inverse soient entiers. 

500. Démontrer que chaque matrice non singulière à éléments 
entiers peut être représentée sous la forme PR, où P est une matrice 
entière unimodulaire et À une matrice entière triangulaire dont 
tous les éléments situés au-dessous de la diagonale principale sont 
nuls, les éléments diagonaux positifs et les éléments situés au-dessus 
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de la diagonale principale non négatifs et inférieurs aux éléments 
diagonaux de la même colonne. 

*501. Réunissons dans une même classe toutes les matrices 
entières qui s'obtiennent les unes des autres par multiplication 
à gauche par des matrices entières unimodulaires. Calculer le nombre 
de classes de matrices d'ordre nr à déterminant donné &. 

902. Démontrer que chaque matrice entière peut être repré- 
sentée sous la forme PRO, où P et Q sont des matrices entières uni- 
modulaires et À une matrice entière diagonale. 

503. Démontrer que chaque matrice entière unimodulaire du 
deuxième ordre, dont le déterminant est 1, peut être représentée 
sous forme de produit des puissances (positives et négatives) des 


matrices 
L 4 1 , 4 © 
D 


504. Démontrer que chaque matrice entière unimodulaire du 
deuxième ordre peut être représentée sous forme de produit des 
puissances des matrices 


EE {0 1 
7 (0 1) d = 6): 


*505. Démontrer que chaque matrice entière du troisième ordre, 
différente de la matrice unité, à déterminant positif et satisfaisant 
à la condition 4? — Æ peut être représentée sous la forme QCQ”1, 
où Q est une matrice entière unimodulaire et C l’une des matrices 


4 0 O0 1. —1 0 
0 —1 0 et O0 —1 0 
0 O0 — 1 (Q) O0 — 1 


$ 2. Matrices rectangulaires. Quelques inégalités 


506. Multiplier les matrices : 


1 à L THE | : 
a e : de e | » 
3 O 1 1 0 O0 1 2}. 3 
2 2 
c) | 1 et (1 2 3); d) (1 2 3) et 4 
3 | 


507. Trouver le déterminant du produit de la matrice 
Ç 2.1 2 


411 ! par la matrice transposée. 
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b, Ci 


| a 
508. Muitiplier la matrice | par la matrice transposée 


G> U2 Co 
et appliquer le théorème du déterminant du produit. 

509. Exprimer le mineur d'ordre m du produit de deux matrices 
par les mineurs des facteurs. 

510. Démontrer que tous les mineurs principaux (diagonaux) 


de la matrice AA sont non négatifs. À désigne ici une matrice réelle 


et À sa transposée. 
511. Démontrer que si tous les mineurs principaux d'ordre # de 


la matrice AA sont nuls, les rangs des matrices AA et À sont infé- 


rieurs à k. Ici À est une matrice réelle et À sa transposée. 

512. Démontrer que les sommes de tous les mineurs diagonaux 
d'ordre donné k, calculées pour les matrices AA et A4, sont iden- 
tiques. 

913. Utilisant la multiplication des matrices rectangulaires, 
démontrer l'identité 


(a +ar+...—+ar) (bi +b+ ... +b,)— 
— (ab, + abs +... La,b,) = >, (aida — axb;}°. 
ich 
514. Démontrer l'identité 


À Jarpe D 10 PL Ÿ ail = 3 joue — a 
1< 


Ici a;, bi sont _ nombres complexes et b; les nombres conjugués 
de b;. 
915. Démontrer l'inégalité de Bouniakovski 


Gate Ÿ à. D 6 


pour a;, b; réels en se basant sur l'identité du problème n° 513. 
516. Démontrer l'inégalité 


[Ÿ aile > jai le. À | di ° 


pour di, b; complexes. 

*517. Soient B et C deux matrices rectangulaires réelles telles 
que (B, C) = À est une matrice carrée [la notation (B, C) a ici 
le même sens que dans le problème n° 496]. Démontrer que 


jAP< BB |:|CC I. 


*518. Soit À — (B, C) une matrice rectangulaire à éléments 
réels. Démontrer que 
[AA | <1BB [CC]. 
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519. Soit À une matrice rectangulaire réelle 


di y din 
À == doi Uoo .…. Œon L 
m1 m2 mn 


Démontrer que |AA|<& “2 a}, - : Asp «. 2 Ch: 


1, 


920. Soit À une Hire neue à éléments complexes, 
A* la matrice transposée d'une matrice complexe conjuguée de À. 
Démontrer que le déterminant de la matrice A*A est un nombre 
réel non négatif et que ce déterminant est nul si et seulement si le 
rang de À est inférieur au nombre de colonnes. 

521. Soit A—(B,C) une matrice rectangulaire complexe. 
Démontrer que | A*A ES | B*B |.]C*C |. 


522. Démontrer que si | a;xx | < M, le module du déterminant 
@,; &yo CRE din 
A, dos .« Œon 
Œni An2 --. nn : 


n’est pas supérieur à M"n"/?. 
*523. Démontrer que si a;, sont réels et appartiennent à l'in- 
tervalle 0 < a; & M, la valeur absolue du déterminant, composé 
n+i 


des nombres a;,, ne dépasse pas M2" (n 1-1) 3 


524. Démontrer que pour les déterminants à éléments complexes 
l'estimation rapportée au problème n° 522 est exacte et ne peut 
être améliorée. 

929. Démontrer que pour les déterminants à éléments réels 
l'estimation rapportée au problème n° 522 est exacte pour nr — 27. 

526. Démontrer que le maximum de la valeur absolue des déter- 
minants d'ordre nr à éléments réels ne dépassant pas 1 en valeur 
absolue est un OTADEE entier divisible par 277. 

*527. Trouver le maximum de la valeur absolue des détermi- 
nants d'ordre 3 et 5, composés de nombres réels ne dépassant pas 1 en 
valeur absolue. 

#*528. Nous appelons matrice complémentaire de la matrice 
donnée À la matrice dont les éléments sont des mineurs d'ordre 
(n — 1) de la matrice initiale dans l’ordre naturel. Démontrer que 
la matrice complémentaire de la matrice complémentaire est égale 
: Ja A initiale multipliée par son déterminant à la puissance 
JL — 

*529. Démontrer que les mineurs d'ordre m de la matrice complé- 
mentaire sont égaux aux mineurs complémentaires des mineurs 
correspondants de la matrice initiale multipliés par A7 


73 


930. Démontrer que la matrice complémentaire du produit de 
deux matrices est égale au produit des matrices complémentaires 
prises dans le même ordre. 

931. Supposons que l’on ait numeroté par un procédé quelconque 
toutes les combinaisons m par m des nombres 1, 2, , D. 

Soit donnée une matrice carrée d'ordre nr À — (aix). Soit A6 
un mineur d'ordre m de la matrice À, dont les numéros des lignes 
forment une combinaison avec le numéro a et les numéros des colon- 
nes une combinaison avec le numéro f. Dans ce cas, on peut cons- 
truire avec tous ces mineurs une matrice Am — (4,p) d'ordre C". 
En particulier, À; — À, An-, est une matrice complémentaire 
de la matrice À. 

Démontrer que (AB}» = AmBm, Em—£E, (ATt}n = (An). 

, 932. Démontrer que si À est: une matrice «triangulaire» de la 
forme 


dit Œy2 Œyn 
0 a a 

A 22 27 , 
0 Ô  . Ann 


la matrice À, sera elle aussi triangulaire lors d’une numérotation 
adéquate des combinaisons. 
533. Démontrer que le déterminant de la matrice A, est égal 


cm1 

à |A 
994. Supposons que, par un procédé quelconque, on ait numéro- 
té les couples (i, 4); i = 1, 2, ..., n, k = 1, 2, ..., m. On ap- 


pelle produit kroneckerien (ou produit tensoriel) de deux matrices 
carrées À et B respectivement d'ordre n et m la matrice € — À X B 
d'ordre nm d'éléments Cou, — @ii, ban, OÙ O1 est le numéro du 
couple (ë,, k,), «a, le numéro de (i,, &,). Démontrer que 

a) (4, + À2) X B = (4, x B) + (4, X Bi), 

b) À X (B, + B,) = (A X B,) + (4 X Bi), 

c) (4° x B'ÿ-(4""x B") = (4'.:47) x (B°-B"). 

*539. Démontrer que le déterminant de À X B est égal à 
|A IBF. 

536. Supposons que les matrices À et B d'ordre mn sont partagées 
en n° cellules carrées, de sorte qu'elles sont de la forme: 


An À Ain Pi “a Pin 
À; A2 ... oi B,, . Bon 


6 + + 


A Ace dis Bas Bus... Bu 


où À, et B;, sont des matrices carrées d'ordre m. Soit C leur produit 
que nous supposons partagé de la même manière en cellules C4. 
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Démontrer que 
Cin = Abu + Ai2Bam À À Ainban. 


Par conséquent. la mulliplication des matrices partagées en 
cellules s'effectue formellement d'après la même règle que dans 
le cas où les cellules auraient contenu non pas des matrices, mais 
des nombres. 

*537. Supposons que la matrice € d'ordre mn est partagée en n° 
cellules carrées égales. Supposons que les matrices À;, formées par 
les éléments de différentes cellules commutent deux par deux lors 
de la multiplication. On forme à partir des matrices 44 le « déter- 


minant » D, + Aie Aou : - : Ana, = B. Ce« déterminant » est une 


certaine matrice d'ordre m. Démontrer que le déterminant de la 
matrice € est égal au déterminant de la matrice B. 


Chapitre à 


POLYNÔMES ET FONCTIONS 
RATIONNELLES D'’UNE VARIABLE 


$ {. Opérations sur les polynômes. Formule de Taylor. 
Zéros multiples 


538. Multiplier les polynômes : 

a) (2x — 28 + 2? + x + 1) (x? — 3x + 1); 

D) (2% + 2° — x — 1) (x? — 2x — 1). 

939. Effectuer la division avec reste: 

a) 224 — 3° + 4x — 5x +6 par x? — 3x + 1; 

b) x — 3x? — x — 1 par 3x? — 2x + i. 

940. Dans quel cas le polynôme 2° + px + q est-il divisible 
par un polynôme de la forme x° + mx — 1? 

941. Dans quel cas le polynôme x* + px? + q est-il divisible 


par un polynôme de la forme x? + mx + 1 ? 
542. Simplifier le polynôme 


SI + 


543. Effectuer la division avec reste: 
a) zt — 272$ + 4x? — 6x +8 par zx— f; 


z{c—1)...(c—n+i 
SE 


b) 2x5 — 52% — 8x par x+3; 

c) 4x° + 2° par z+1+i; 

d) 2 — 2x? — x par æ—4Â + 2i. 

544. Utiliser le procédé de Hôrner pour calculer f (xo): 
a) f(x) — 24 — 328 + 6x? — 10x + 16, Lo = #; 


b) fx) = 25 + (1 + 25) xt — (1 + Bi) à? + 7, zo = — 2 — i, 


549. Utiliser le procédé de Hôrner pour développer le polynôme 
jf (x) suivant les puissances de z—xo: 


a) f(x) = 2 + 22 — 3x? — 4x + 1, L, = "1: 

b) f(x) = x, Lr = À: 

c) f(x) = xt — 8xë + 247? — 50xr + 90, Zo 
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= 


d) f (x) = 2 Din — (1 + i) à? — 3x +7 Hi, ro = — i; 
e) f(x) = 24 + (3 — Si) x — (21 + 18i) r? — 
— (33 — 20i) x + 7 + 18i, Zo — — À + di. 
946. Utiliser le procédé de Hôrner pour décomposer en fractions 
simples : 
zi—x+Li. ai— 23243 
) T2 ET 


*547. À l’aide du procédé de Hôrner développer suivant les 
puissances de zx: 


a) f (& + 3), où f (x) = at — 2 +1; 

b) (x — 2) + 4 (x — 2846 (x — 2)? + 10 (x — 2) + 20. 

548. Trouver les valeurs du polynôme f (x) et de ses derivées 
pour Æ = Lo: 

a) fx) = 25 — 4a8 + 62? — 8x + 10, x = 2: 

b) f (x) = x' — 3ix° — 4x? + Six — LL: = 1 E2r 

549. Quel est l’ordre de multiplicité du zéro: 

a) 2 pour le polynôme x°5 — 574 + 72% — 2x? + 4x — 8; 

b}) —2 pour le polynôme 25 + 7% + 162% + 8x? — 167 — 16? 

550. Déterminer le coefficient a de manière que le polynôme 
2x5 — ax? — ax + 1 ait —1 pour zéro dont l’ordre de multiplicité 
ne soit pas inférieur à 2. 

591. Déterminer À et B de manière que le trinôme Az° + Br + 
+ 4 soit divisible par (x — 1}2. 

552. Déterminer À et B de manière que le trinôme Az! + 
+ Bzx* + 1 soit divisible par (x — 1}°. 

*593. Démontrer que pour les polynômes : 

a) 20 — pr + nr 1 ; 

b) zèn51 (2n + 1) ah 4 (On + 1) — À; 

C) (n— 2m) 2° — nx°T + nx" —(n— 2m), 
le nombre 4 est un zéro triple. 

554. Démontrer que le polynôme 


x2n+i ee Qn +1) at + (m—1) Sn 2) (2r +1) gt 


G—N@T+2 GnTEA1) 7 nn En+9 ni 
. 5 + —1 


est divisible par (x —1}° et non divisible par (x—1)f. 
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*999. Démontrer que pour que le polynôme 
.f(a)= at" + ax +... +ar 


soit divisible par (x — 14, il faut et il suffit que les conditions 
suivantes soient vérifiées : 


Go + a + a+... + an = 0, 


0 0 + + 


556. Déterminer l’ordre de multiplicité du zéro a du polynôme 


T— a 


= 1f (2) + f (a) —f(&) + j (@), 


où f (x) est un polynôme. 

557. Trouver la condition pour laquelle le polynôme xÿ + ax |. 
+ b possède un zéro double différent du nombre zéro. 

558. Trouver la condition pour laquelle le polynôme zx : 
+ 1Oax + 5bx + c possède un zéro triple différent du nombre zéro. 

559. Démontrer que le trinôme x* + ax" + b ne peut pas 
avoir de zéros, différents du nombre zéro, d'ordre de multiplicité 
supérieur à deux. 

560. Trouver la condition pour laquelle le trinôme x” + ax" + 
+ b possède un zéro double différent du nombre zéro. 

#*561. Démontrer que le polynôme à X termes 


aux + ax 2 + .. LL anxPr 
n’a pas de zéros, différents du nombre zéro, d'ordre de multiplicité 
supérieur à (4 — 1). 


*562. Démontrer que chaque zéro, différent du nombre zéro, 
d'ordre de multiplicité (4 — 1) du polynôme 


art Lart2+ ..,-L anxPh 
vérifie les équations 
az" 19" (ps) — a22"2p" (p2) =... = ant" #p" (pr), 
où | 
pG) = (6 — p3) GE — pe) GE — ps)... ( — pa), 


et inversement. 
*563. Démontrer que le polynôme est divisible par sa dérivée 
dans le cas et. seulement dans le cas où il est égal à ao (x — x)”. 
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564. Démontrer que le polynôme 
z x? 
ER eue 


ne possède pas de zéros multiples. 
565. Montrer que pour que x, Soit un zéro d'ordre de multipli- 


LA 
n| 


cité #4 du numérateur d'une fraction rationnelle f (x) — ® La , 
dont le dénominateur ne s’annule pas pour x = x, il ad et il 
suffit que 


f(a)=f'(m)=...=f" 8 ()=0, f* (to) € 0. 


566. Démontrer que la fraction rationnelle f (x) — LE peut être 


représentée sous la forme 
1) = f (eo) + LE (7 70) + 


fm) {T nb F({ 
EL + 2 @— 20) + w = 


(x — — Zo)"*?, 


où # (x) est un polynôme. On suppose que w (x5) 0 (formule 
de Taylor pour une fraction rationnelle). 

*567. Démontrer que si z, est un zéro d'ordre de multiplicité 
k du polynôme f, (x) fs (x) — f, (x) f, (x), alors x, est un zéro d'ordre 
de multiplicité (4 + 1) du polynôme j, (x) fa (to) — f2 (x) fi (to) Si 
ce dernier n’est pas identiquement nul, et inversement. 

*568. Démontrer que si f (x) n’a pas de zéros multiples, alors 
[f' (x)1 — Î @) f” (x) n’a pas de zéros d'ordre de multiplicité su- 
périeur à (7 — 1}, où n est le degré de f (x). | 

*569. Construire un polynôme j (x) de degré n, pour lequel 
[f GI? — f (x) F (x) possède un zéro x, d'ordre de multiplicité 
(nr — 1), que n'est pas un zéro de f (x). 


$ 2. Démonstration du théorème fondamental 
de l’algèbre supérieure et questions annexes 


570. Déterminer Ô de façon que pour | x | < Ô le polynôme 


x$ — 42 +- 2x 
soit inférieur en module à 0,1. 
571. Déterminer Ô de manière que |f . — … (2) ee 1 pour 
tous les x vérifiant l'inégalité | x — 2 | 6; f (x) — 8x8 + 


+ 4x + 5. 


572. Déterminer M de manière que pour | x | => M on ait 
| x* — 4x8 + 4x? + 2 | => 100. 
573. Trouver x de façon que | f (x) [| < | f (0)|, où 
a) f(x) — x5 — 3ix + 4; b) f(x) = 25 — 3x8 + 4. 
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574. Trouver x de sorte que |f(x) [<< 1f(41) |, où: 


a) f(x) = 2% — 4x3 + 2; 
b) f (x) — at — 428 + Gr? — 4x +5; 
c) fa) = 2 47 +5. 


575. Démontrer que si Z—i—=a(1—;i), O<a-À , alors 
[fG)I<V5, 


f (2) = (1 + à) 25 + (3 — 5i) 4 — (9 + 5i) à — 
_7(—-D2+24+ 3244 i 


*576. Démontrer que si f (z) est un polynôme différent d’une 
constante, on peut trouver dans un voisinage aussi petit que l'on 
veut de z, un 2, tel que |f (2) | >> | f (20) |. 

577. Démontrer le lemme de d’'Alembert pour une fraction ration- 
nelle. 

578. Démontrer que le module d’une fraction rationnelle atteint 
sa borne inférieure lors de la variation de la variable indépendante 
dans un domaine rectangulaire fermé. 

579. Il est évident que le théorème sur l'existence d’un zéro 
n’est pas valable pour une fraction rationnelle. Par exemple, la 


, À Led . Lé C2 = : L 
fonction — n'a aucun zéro. Pourquoi la « démonstration » du théo- 
© 


rème n'est-elle pas possible d’après le même schéma que pour le 
polynôme ? 

*580. Soit f (x) un polynôme ou une fraction rationnelle. Démon- 
trer que si a est un zéro de f (z) — f (a) d'ordre de multiplicité 


de multiplicité k, on trouve pour un o suffisamment petit sur la 
circonférence |[z—a|—p 2% points en lesquels Re (f (:)) -- 
-æ Re (f (a)) et 2% points en lesquels Im (f (z)) — Im (f (a)). Ici 
f (z) est un polynôme ou une fraction rationnelle. 


$ 3. Décomposition en facteurs linéaires. 
Décomposition en facteurs irréductibles 
dans le champ des nombres réels. 
Relations entre coeïfficients et zéros 


582. Décomposer en facteurs linéaires les polynômes: 


a) d — Ga? + 1x — 6; b) z! +- 4; c) xt + An à 
4x? + 45 d) xt — 102% + 1. 
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*583. Décomposer en facteurs linéaires Les polynômes : 
à) COS (RArC COST); 

b) (x + cos 8 -L à sin 8)° + (x cos0 — isin 6)* ; 

c)rt Cr AL CE T2. + (—1) Cr 


pos oi 
584. Décomposer en facteurs réels irréductibles les polynômes: 
a) tt + 4; b) xé + 27; c) at + 4rÿ + 4x? + 1; 

d) x?* — 27° + 2; e) x — ax +Â, —2<a<2; 

F) 2 + 2° 4 1. 


989. Consiruire les polynômes de degré le plus petit avec les 
zéros donnés : 


a) zéro double 1, zéros simples 2, 3 et 4 + i; 

b) zéro triple —1, zéros simples 3 et 4; 

c) zéro double i, zéro simple — 1 — i. 

986. Trouver le polynôme de degré le plus petit dont les zéros 


sont toutes les racines de l'unité dont la puissance ne dépasse 
pas 7. 


9587. Construire le polynôme de degré le plus petit à coefficients 
réels avec les zéros donnés: 


a) zéro double 1, zéros simples 2, 3 et 1 +i; 
b) zéro triple 2. — 3i; 
c) zéro double i, zéro simple — 1 — i. 
588. Trouver le plus grand commun diviseur des polynômes: 
a) (x — 1) (x + 292 (x — 3) (x — 4) et (x — 132 (x + 2) (x + 5); 
b) (x — 1) (x? — 1) (x — 1) (xt — 1) et 
Ge + 1) (2? + 1) (2 + 1) (xt + 1); 
c) (x$ — 1) (x? — 2x + 1) et (x? — 1)$. 
*589. Trouver le plus grand commun diviseur des polynômes 
ZT — À et x° — 1. 
590, Trouver le plus grand commun diviseur des polynômes 
a" + a" et x" + a", 
591. Trouver le plus grand commun diviseur du polynôme et 
de sa dérivée : 
a)f(x)=(x —1ÿ$ (x +1) (x —3) ; 
b) f(x)=(x—1)(—1) (1 (@t—1); 


ce) f(t)=2"P—2 —2" EI, 


6 ax. 11769 81 


592. Le polynôme f (x) n’a pas de zéros multiples. Démontrer 
que si x, est une racine d'ordre de multiplicité # => 1 de l'équation 


Î () — 0, x, est aussi une racine d’ordre de multiplicité (x — 1) 


de l'équation (re) =" 0: 

On suppose que v (xs) = 0, 2” (xo) ©. 

593. Démontrer que 2°" + x%*l + 237% est divisible par 
x +z+i. 

594. Quand x — x3n+1 E 33P+2 est-il divisible par 2? — x + 1? 

595. Dans quel cas 27 + 2341 LE 2Pt2 est-il divisible par 
tr +19 

596. Dans quel cas 2° + x + 1 est-il divisible par x? + x + 
L 4? 

597. Démontrer que 


721 + gre2r1 + . + ao tk 1 


est divisible par 2" 14agt2t ,,, 11, 

998. Pour quelles valeurs de m (x +1)".— 2% — 1 est-il divisible 
par a+ xz+1? 

599. Pour quelles valeurs de m (x + 1)" + x" + 1 est-il divi- 
sible par x? + r +1? 

600. Pour quelles valeurs de m (x + 1)" — x — 1 est-il divi- 
sible par (x? + x +1)? 

601. Pour quelles valeurs de m (x + 1)" + x” + 1 est-il divi- 
sible par (x? + x + 1°? 

602. Les polynômes (x + 1)" + 27 + 4 et (x + 1)" — 27 — 1 
sont-ils divisibles par (x? + x + 1}? 

603. Transiormer le polynôme 


1—++ Sn LL 


en donnant à x successivement les valeurs 1, 2, ..., n. (Comparer 
avec le problème n° 542.) 

604. Pour quelles valeurs de m X, (x”) est-il divisible par 
X, (x) ? (X, est un polynôme circulaire. Ÿ 

Démontrer les théorèmes: 

605. Si f (x") est divisible par x — 1, il l’est aussi par z*—1. 

606. Si f (z ) est divisible par (x — a)", il est aussi divisible 
par (x° — in , pour a Æ 0. 

607. Si F(x) == f, (25) - xf, (x*) est divisible par x? + x +1, 
alors f, (x) et fo (x) sont divisibles par x — 1. 

*608. Si le polynôme f (x) à coefficients réels vérifie l'inégalité 

0) > O0 pour toutes les valeurs réelles de-x, alors Î (à) = 

= (0; (xl +- [gs (x)l5, où op, (x) et gs (x) sont des polynômes à coef- 
Hoonte réels. 


2 


609. x,, ..., x, sont les zéros du polynôme f (x) — aox" + 
+ ax" + ... + a,. Quels sont les zéros des polynômes: 


a) dot — art ant, +(—1)ta, ; 
D) ant" Lane +... La; 


c) f(a) + re r4+ T0 al nie (a) ,n. 


n | 


d) at" + So + un LH + ab” ? 


610. Trouver la relation entre les coefficients de l'équation du 
troisième degré 2° + pz? + gx + r — 0, pour laquelle l’une des 
racines est égale à la somme de deux autres. 

611. Vérifier que l’une des racines de l'équation 362? — 12%? — 

— 9x + 1 = 0 est égale à la somme de deux autres et résoudre 
cette équation. | 

612. Trouver la relation entre les coefficients de l’équation du 
quatrième degré xt + ax + bx* + cx + d == 0, pour laquelle la 
somme de deux racines est égale à la somme de deux autres racines. 

613. Démontrer que l'équation vérifiant la condition du problè- 
me n° OA peus être ramenée à une équation bicarrée par la substi- 
tution æ == y + &, pour un choix approprié de «. 

614. Trouver une relation entre les coefficients de l'équation 
du quatrième degré 2% + ax° + bx* + cx + d == 0 telle que lors- 
qu'elle est vériliée, le produit de deux racines est égal au produit 
de deux autres racines. 

615. Démontrer que l'équation vérifiant la condition du problè- 
me n° 614 peut être résolue en effectuant la division par x? et la 


substitution == Æ + _ (pour a = 0). 
616. Résoudre les équations: 
a) 24 — 48 + 5e? — 2x — 6-0; 
b) a* ++ 22% + 22? + 107 + 25 = 0; 
c) 24 + 22 + 5x + 2x — 3 = 0; 
d) 2f + a — 1Ox — 2x + 4 == 0, 


en utilisant les problèmes n°5 612-615. | 
617. Déterminer À de imauière que l’une des racines de l'équa- 
tion x — 7x -k À =: (0 soit égale au double d’une autre racine. 
618. Déterminer a, b, « de sorte qu'ils représentent les racines 
de l’équation 
D qe bre = \, 


619. Déterminer «, b, c« de sorte qu'ils soient les racines de 
l'équation 
8 L'art + br Le = 0. 


6% 6, 


620. La somme de deux racines de l'équation 
2x8 — 2° — Îx + À = 0 


est égale à 1. Déterminer À. 
621. Déterminer une relation entre les coefficients de l'équation 

x + px + q — 0, telle que lorsqu'elle est vérifiée, on a x, — 

Î 1 

622. Trouver la somme des carrés des zéros du polynôme 


D GE nue Gi 
*623, Résoudre l'équation 
2 ar T+ ax 2... + a, =0, 
si les coefficients à, et a, sont connus et si les racines de cette équa- 


tion forment une progression arithmétique. 
624. Les racines des équations 
a) 8x3 — 127? — 2x +3 = ÿ;: 
b) 2xt + Sat +- 7x? — 2x — 2 — 0 


forment-elles des progressions arithmétiques ? 
625. Soit donnée la courbe 


y = 24 + ax + bat + cx + d. 


Trouver une droite telle que ses points d’intersection M,, M,, M;, M, 
avec la courbe découpent trois segments égaux: M,M, — 
= MM; — M3M: Dans quel cas ce problème a une solution ? 


*626. Former une équation du 4€ degré dont les racines sont 


| 
x: be. — ©, Ter. ve 
œ (# 4 . 
*627. Former une équation du 6"° degré dont les racines sont: 
4 | | 1 
Mr 1— a, 1—a" ET nt 
œ 


628. Soit f (x) = (x — x) (x — x) . . . (x — x,). Trouverf’ (x;), 
f" (x;) et démontrer que 
é) À i "4 # 
TD LE fr (a). 
629. Démontrer que si f (x,) — f” (x,) = 0, mais f’ (x) Æ0,ona 
> AR — 0 
T{— Li 
i=2 
630. Les zéros du polynôme x° + a;x"1 + ,.. + a, forment 
une progression arithmétique. Déterminer f* (x;). 
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$ 4. Algorithme d’Euclide 


631. Déterminer le plus grand commun diviseur des polynômes : 
a) 24 + as — 3x2 — 4x — 1 et 2 Lit — x — 1; 
b}.x5 + xt — x — 2x — 1 et gt + 228 + x? + 2x — 2; 
c) 25 — 7at + Bars — 7x + 7 et 3x5 — 7x + x? — 7; 
d) x5 — 224 + 29 + 7x? — 12x + 10 et 
St — 6x8 + 5x? + 2x — 2; 
e) xf + 2at — né — 37° + 8x — 5 et +x—r+i: 
F) 25 + 3xf — 122$ — 502? — 52x — 12 et 
at — 3x8 — 6x? — 22x — 12; 
g) à + at — 2 — 31° — 5x — 1 et 
at — 228 — xt — Dr + 1; 
h) &t — 1072 +1 et xt — 4) 2x8 + 622 + 4V 2x +1; 
i) xt + Va + 192? + 23x + 10 et 
at + 7x$ + 18x? + 22x + 12: 
j) tt — 42 HA et 2° — 3x? + 1: 
k) 2x6 — 5x5 — A4xt + 3675 + 8622 + 19x — 31 et 
2x$ — 9gt E 2x$ + 37x + 107 — 14; 
1) 3x6 — 25 — 9xf — L4rs — 1x? — 3x — 1 et 
xs + Bart + 9x8 + 152? + 10x + 9. 


632. Utilisant l'algorithme d'Euclide, trouver les polynômes 
M, (x) et M, (x) pour lesquels f, (x) M, (x). + f, (x) M, (x) = 6 (x), 
où Ô (x) est le plus grand commun diviseur de f, (x) et f, (x): 


a) fa (x) = 24 + 2x8 — 2? — 4x — 2, 
fa (x) = 2 + x — x? — 2x — 2: 
b) f; (x) = 25 + Bat + 28 + 22 + 3x +1, 
fa = +28 +zx 2; 
C) fa (x) = 26 — os + Mat — 2728 + 37x? —— 35% + 35, 
fa (x) = 25 — Bt + Ta — 207? + 107 — 925; 
A) f1 (x) = 827 + 6x6 — 3x5 + Art + 1425 — Gr? — 4x + 4, 
fe (x) = 3x6 — Bat + 728 — 6x + 2; 
e) fa (x) — 3x5 + Sat — 1673 — Gr — 5x — 6, 
Ha) = 92 = 4 rt 70; 
f) fix) = 4x4 — 2x3 — 167? + 5x + 9, 
fa (x) = 228 — 2 5x + 4. 
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633. Utilisant l'algorithme d'’Euclide trouver les polynômes 
M, (x) et M,(x) pour lesquels f, (x) M, (x) + f, (x) M, (x) = 1: 
a) f, (x) = 828 — 22% Lg +2, f(x) = 2 — x +1; 
D} fi (x) = 2% — 28 — 42? D 'Ax + A, f, (x) = 2? — x — 1; 
c) fa (x) = 25 — Bat — 278 1 1972 — Ox + 12, 
fe (&) = xÿ — 5x? — 3x + 17; 

d) f, (x) = 22% + 3x5 — 3x2 — 5x + 2, 
fa (x) = 2x8 + 2x? — x — 1; 

e) fa (x) = 32% — 5x8 + 4x? — 2x + 1, 
fo (x) = 828 — 2x + x — 1; 

#) fax) = 25 + 5at + On + Tri + 5x + 8, 

fe (x) = at + 228 +22 + rt, 

634. Chercher par la méthode des coefficients indéterminés les 
polynômes M,(x) et M;(x) pour lesquels fj, (x) M, (x) + 
+ fo () M, (@) = 1: 

a) f, (x) = xt — 4x8 + 1, fo (x) = 2 — 8x + 1; 

b) f1 (x) = x°, fa (x) = À — x)?; 

c) fa () = 24, fa) = (A — mt. 


635. Chercher les polynômes de degré le plus petit M, (x) et 
M, (x) pour lesquels 


a) (xt — 27% — 4x? + 6x + 1) M, (x) + 
+ (aÿ — 5x — 3) My(x) = x“; 
b) (xt + 228 + x + 1) M, (x) + 
+ (at + 28 — 22% + 2x — 1) M, (x) = 28 — 2x. 
636. Déterminer le polynôme de degré le plus petit donnant 
comme reste : 
a) 2% lors de la division par (x — 1}? et 3x lors de la division 
par (zx — 2}°; 
b) x? + x + 1 lors de la division par 4 — 27% — 27? + 10x — 7 
et 2x? — 3 lors de la division par x* — 21% — 3x? + 13x — 10. 
*637. Trouver les polynômes M (x) et N (x) pour lesquels 


M (x) + (A — 2Y°N (x) = 1. 
638. Soit f, (x) M (x) + f, (x) N (x) — 8 (x), où 6 (x) est le plus 


grand commun diviseur de f, (x) et Î2 (x). Quel est le plus grand 
commun diviseur de M (x) et N (x)? 
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639. Séparer les fa ars multiples des polynômes: 
a) 5 — Gt — 478 -. Dr? + {2x + 4; 

b) 5 — 107% — 2072? — 15x — 4; 

c) 26 — A5zt + 825 + 5x? — 727 + 27; 

d) 25 — 6xt + 167% — 24r? + 20x — 8; 

e) 26 — 225 — 2% — 227$ + 5x? + 4x + 4; 

Ÿ) 27 — 32 + 525 — Ta + as — 5x? + 3x — 1; 

g) 2° + 2x7 + 516 + Gx$ + 8x + Gr + 52? + 2x + 1. 


$ 5. Problème d’interpolation et fraction rationnelle 


640. Utilisant la méthode de Newton, construire le polynôme 


de degré le plus petit d’après la table des valeurs: 
z 101254, py 110125, 
a) f@112346" ) fil 65032 
9 25 
x | Pr ds ; 
4 “ 4 z 123 4 6 
) — | 2 pi trouver /(2); di Gisci=rn 
f{æ)l1 5 2 TZ 


641. En utilisant la formule de Lagrange construire un poly- 
nôme d’après la table des valeurs : 
z]12384, x i —1 —i 
8) ÿ12143° D'yfz 3 à: 
*G42. Trouver f(x} d’après la table des valeurs: 
zli £1 Eg +. En-1. 
FIL 2 ds © 
643. Le polynôme f(x), dont le degré n'est pas supérieur à 
(n — 1), prend les valeurs y,, y,, . .., y, pour les valeurs de x 
égales aux racines nômes de l'unité. Trouver f (0). 
*644. Démontrer le théorème: pour que l’on ait 


f(e)= If (œ) + f (2) + 2 + f (an) 


pour tout polynôme f (x), dont le degré n'est pas supérieur à (n — 1), 


| Ank . + 2Añk 
ER —= COS —— + À SIN —— . 


il faut et il suffit que les points æ;, æ,, . . ., æ, Soient situés sur 
une circonférence de centre en z, et divisent celle-ci en parties 
égales. 
*645. Démontrer que si les zéros x,, z,, . .., x, du polynôme 
œ (x) sont tous distincts, on a 
" s 


T; 
> ES pour OLs<Ln—2. 


i=1 


R7 


x Î 
646. Trouver la somme DE D (les notations sont les mêmes 


que dans le problème n° 645). | 
647. Etablir la formule d'interpolation de Lagrange en résol- 
vant le système d'équations: 


n— 1 
dy + dti + + Anti = Yy 


n—1 
Go + To. + ... + ŒEn-102 —= Uo: 


2% 2% 2 2% 98 9 4% + 9% 4 »% + + 


j n— 1 
Ag Fatn+...+aAn ln —= Un. 


*648. Construire le polynôme de degré le plus petit d’après 
la table des valeurs 
æt|012...n 
yii24...2n° 


*649. Construire le polynôme de degré le plus petit d’après la 
table des valeurs 
T0 2: 2540 


yliaa?...an * 


*650. Trouver le polynôme de degré 2n qui, lorsqu'on le divise 
par æ(x — 2)... (x — 2n), donne 1 pour reste et —1 lorsqu'on 
le divise par (x — 1) (x — 3) ... [x — (2 — 1)]. 

*651. Construire le polynôme de degré le plus petit d'après 
la table des valeurs 


2 ss on 
MCE 
2 on 


LE 


*652. Trouver le polynôme de degré non supérieur à (n — 1) 


vérifiant la condition f (x) — 


XL, Æ A, L — À, 2; ss TES 

*653. Démontrer que le polynôme de degré ÆÀ  n, qui prend 
des valeurs entières pour (7 -+ 1) valeurs entières successives de la 
variable indépendante, les prend pour toutes les valeurs entières 
de la variable indépendante. 

*654. Démontrer que le polynôme du n°" degré, qui prend des 
valeurs entières pour x = 0, 1, 4, 9, ..., n°, les prend pour tous 
les carrés des nombres naturels. 

*655. Décomposer en fractions simples de première espèce : 


a AUX points y, ZLos + + «sy Tns 


x? 1 


) G-betdets: D GG 56 je 4 ? 
3—+x | z2 La. 
D het D Dar dx; 
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dx 


Ne ent | D — 
V (x2—1)(xè—4).,.(x—n?) ? COS (x arc COS x) 


“696. Décomposer en fractions simples réelles de première et 
de deuxième espèces : 
a) =. b) = 
23 — À ? 


am 


e) rs, M<2n+1; 


L--. ne - | 
AR Jai 


am. 
Î x2m 
8) 51 * Mrs, M<R: 
1 


) cent. (tn) 


*657. Décomposer en fractions simples de première espèce : 


hs LE . 5x2 + 6x — 23 | 
domi Domi 9 Gene ? 
a = Al 
d) (zn—1)2 ? e) am(i— zx)" ? à) ri aèyn ; a 5 0; 
Le _g8()_ 
8) (xzè +aÿ" ? h) EFICYE (x)}2 3 


où f(x)—(x—x,)(x— x) ...(x— 2x1) est un polynôme qui n’a pas 
de zéros multiples et g({x) un polynôme dont le degré est inférieur 
à 2n. 

658. Décomposer en fractions simples réelles de première et de 
deuxième espèces : 


2x — 1 


à) —" — ; D) ——— ————— : 
GED G+ 1) 2 HA) (ee Lip 
M 1 
c) EXPATICE ) (en 1} : 


659. Soit 
pÜa)= (x 2)(r— 23)... (r—2). 


Exprimer en fonction de (zx) les sommes: 


D Das DD: 9 Ep 
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*660. Calculer les sommes suivantes, sachant que x,, x, .….. 
sont les sis: du nr (x): 


a) —— ratratrs , Péx)= 28 — 5x — 1; 


1 1 
PS A EE = Fais 


p(z)= 2 +x2— 4x +1, 
1 1 


À 
c) gi — 221 +1 + 2è— 27 FA Fran Ù p{x)=23+ 221, 


b) 


661. Déterminer le polynôme du premier degré qui admet 
approximativement Ia table des valeurs 


zl 0 4 2 3 4 
y [2,4 2,5 3,0 3,6 4,1 ? 


et minimise la somme des carrés des erreurs. 
662. Déterminer le polynôme du deuxième degré qui admet 
approximativement la table des valeurs 


x|0 4 2 83 4 
y|1 1,4 22,7 3,6" 


et minimise la somme des carrés des erreurs. 


$ 6. Zéros rationnels des polynômes. 
Réductibilité et irréductibilité 
dans le champ des nombres rationnels 
663. Démontrer que si = est une fraction rationnelle irréducti- 


ble, représentant l’un des zéros du polynôme f(x) = açx° + 
+ at +... + a, à coefficients entiers, alors: 


4) q est un diviseur de &;; 

2) p est un diviseur de a, ; 

3) p — ma est un diviseur de f (m) pour tout m entier. En par- 
ticulier, p — g est un diviseur de f (1), p + q un diviseur de f (—1). 

664. Trouver les zéros rationnels des polynômes: 


a) 2% — 62 + 157 — 14; b) xt = 278 — Br? + 13x — 24: 
c) 25 — 7x5 — 122? + 6x + 36; 

d) G6xt + 192% — 7x? — 26x + 12; 

e) 242 — 4228 — T2? + 567 + 60; 

Ï) 25 — 2 — 4 + 42 — 5x + 6; 

g) 2425 + 1Oxt — 28 — 1972 — 5x + G: 

h) 10xt — 132% + 15x72 — 18x — 24; 


90 


i) 2t -+ 2x8 — 137? — 38r — 24; 

k) 2x5 + 3x? + 6x — 4; 1) 4x — 7x? — 5x. — 1; 

ma) 2f + 4x — 2x — 12x + 9; 

n} 25 + at — Gr — 4x? — 1lx — 3; 

O) 25 — Gx$ + 1zé — 28 — 187? + 20x — 8. 

*665. Démontrer que le polynôme f (x) à coefficients entiers 
ne possède pas de zéros entiers si f (0) et f (1) sont des nombres 
impairs. 

*666. Démontrer que si le polynôme à coefficients entiers admet 


les valeurs +1 pour deux valeurs entières zx, et x, de la variable 
indépendante, il n’a pas de zéros rationnels pour | x, — x, | => 2. 


Si par contre | x, — x, | 2, seul - (x, + x.) peut être un zéro 


rationnel. 
*667. Démontrer l’irréductibilité des polynômes en utilisant le 
critère d'Kisenstein : 


a) at — 8x$ + 1225 — Gr + 2: 

b) x5 — 122% + 367 — 12; 

c) at — 2 + 2x + 1. 

*668. Démontrer l’irréductibilité du polynôme 


D._-1 « ° 
Xp (x) = — : où p est un nombre premier. 
*669. Démontrer l’irréductibilité du polynôme 
poly 
ph 4 
ÿ LT + « . 
X (x) = IT où p est un nombre premier. 
T — À 


*670. Démontrer que le polynôme f (x) — ax" + ax" 1 + .., 
... + a, à coefficients entiers, qui n'a pas de zéros rationnels, 
est irréductible s’il existe un nombre premier p tel que a n’est 
pas divisible par p, da, @3, ..., a, sont divisibles par p et a, 
n’est pas divisible par p°. 

*671. Soit f (x) un polynôme à coefficients entiers pour lequel 
il existe un nombre premier p tel que a, n’est pas divisible par p, 
Œhijr Œhyos + + ++ An Sont divisibles par p et a, n'est pas divisible 
par p?. Démontrer que dans ce cas f (x) possède un facteur irréduc- 
tible de degré >n — k. 

672. Par la méthode de décomposition en facteurs des valeurs 
d’un polynôme pour des valeurs entières de la variable décomposer 
en facteurs les polynômes ou démontrer leur irréductibilité : 


a) 24 — 3x? +1; b} 2f + 5x — 3x? — 5x + 1; 
C) xt + 3x — 2x? — 2x + 1; d) 24 — 2% — 32° + 2x + 2. 
91 


673. Démontrer qu’un polynôme du troisième degré est irréduc- 
tible s’il n’a pas de Zéros rationnels. 

674. Démontrer que le polynôme du quatrième degré 4 + axÿ + 
+ br? + cx + d à coefficients entiers est irréductible s’il n’a pas 
de zéros entiers et n’est divisible par aucun des polynômes de la 
forme 


où m sont des diviseurs du nombre d. On peut ne pas prendre en 
considération les polynômes à coefficients fractionnaires. Les poly- 
nômes « analogues aux polynômes récurrents » peuvent constituer 
une exception (problèmes n°5 614-615). 

675. Démontrer que le polynôme du cinquième degré 25 + ax -- 
+ bat + ox? À dx +e à coefficients entiers est irréductible s'il 
n'a pas de zéros entiers et n’est divisible par aucun des polynômes 
à coefficients entiers de la forme 


72 Pa LR t+m 
mi—n?+ae—dm d 


où mest un diviseur de e, ñn — —_ 
676. Décomposer en facteurs les polynômes ou démontrer leur 
irréductibilité en utilisant les problèmes n°5 674, 675: 


a) 24 — Sax + 2x? + 3x — 9: b) x° — 32° + 2x? + 2x —6; 
C) zt + 4x — 6x? — 23x — 12; 
1} x$ + xt — 47% + 9x? — Gr + 6. 


677. Trouver les conditions nécessaires et suffisantes de réduc- 
tibilité du polynôme x* + px? + q à coefficients rationnels (peut- 
être fractionnaires). 

678. Démontrer que pour qu’un polynôme du quatrième degré 
ne possédant pas de zéros rationnels soit réductible, il faut (mais 
il ne suffit pas) que l'équation du troisième degré obtenue lors de la 
résolution par la méthode de Ferrari possède une racine rationnelle. 

*679. Démontrer que le polynôme f (x) — (x — a,) (x — a,) ... 
... (x — a,) — 1 est irréductible ; a, &, ..., a, sont des nombres 
entiers tous différents les uns des autres. 

*680. Démontrer que le polynôme f (x) — (x — a;) (x — a)... 
... (x — a,) + 1 est irréductible pour a,, a, ..., a, entiers et 
différents à l'exception de | | 


(x — a)(x—a—1)(r — a — 2)(x — a — 3) + 1 — 
= [œ—-a—1)(x—-a—2) —- 1 
et 
(x — a)(x— a — 2) +1 — (x — a — 1}. 
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#681. Démontrer que si un polynôme du n°M€ degré à coefficients 
entiers admet les valeurs + 1 pour plus de 2m valeurs entières 
de la variable (n — 2m ou 2m + 1), il est irréduüctible. 

*682. Démontrer que le polynôme 


f()=(r—- a} (rx — a)... (x—a,)} +1 


est irréductible si a, &, . .., 4, Sont des nombres entiers diffé- 
rents. 

*683. Démontrer que le polynôme f (x) à coefficients entiers, 
qui prend la valeur +1 pour plus de trois valeurs entières de la 
variable indépendante, ñe peut admettre la valeur —1 pour des 
valeurs entières de la variable indépendante. 

*684. Démontrer qu’un polynôme du n°M® degré à coefficients 


entiers, admettant les valeurs +1 pour plus de + valeurs entières 


de la variable indépendante, est irréductible lorsque nr > 12. 
*685. Démontrer que si le polynôme à coefficients entiers ax? + 
+ bx + 1 est irréductible, le polynôme a [q (x}l? + bœ (x) + 1, 


où px) — (x — a;)(x — a) ... (rx — a,), est également irré- 
ductible pour nr > 7. Ici a;,, &:, . .., a, sont des nombres entiers 
différents. 


$ 7. Limites des zéros d'un polynôme 


686. Démontrer que les zéros du polynôme ax" + ax"! + .. 
... + a, à coefficients réels ou complexes ne sont pas supérieurs 
en module à: 


a) 1 max] | KA, 2,443 nn 
; | 
D max it] 
k—1, 2,...,n, p est un nombre positif quelconque; 
k a 
c) 2 max y =}, kel, 2,554 N: 
40 


A=t 2 sn 


d) || max VAE ch 


687. Démontrer que les modules des zéros du polynôme az" + 
+ax"t+...La, ne sont pas supérieurs à l'unique racine posi- 
tive de l'équation box" —b,at-1—bort-2— ,,, —b,, où 


O0 <b5<|@|, b,>|a,|, b,>|@|, sn >|An |. 
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688. Démontrer que les modules des zéros du polynôme 1(5)= 
= dt" + at" "+... La, a-=£0, ne sont pas supérieurs à : 
ap 


a) 4 + V/ max | | — 
b) p+ V/ max |“ | 


k=r,...,n, p est un nombre positif quelconque ; 


RER 


CR 
appA-T 


V2] 
(4 4 


+|, £=T,..,, n. 
: 


689. Démontrer que les zéros réels d’un polynôme à coefficients 
réels ne sont pas supérieurs à l'unique zéro non négatif du polynôme 
qui s'obtient du polynôme donné en rejetant tous ses termes (à l'ex- 
ception du terme principal) dont les coefficients ont le même signe 
que celui du coefficient du terme principal. 

Démontrer les théorèmes : 

690. Les zéros réels du polynôme ao9t° + azx1+ .,,. +a, 
à coefficients réels (pour a; => 0) ne sont pas supérieurs à : 6e 


a) 1+- V/ max 


négatif et a: les coefficients négatifs du polynôme ; 


b) p-+ V max 


négatif, ar les coefficients négatifs et p un nombre positif 
quelconque ; 


|, où r est l’indice du premier coefficient 


où r est l’indice du premier coefficient 


L 


me 


ne — 
c) 2max V/ LL où a, sont les coefficients négatifs du poly- 
0 
nôme ; 
TT |a; | kh—7r | CR . .. _ . 
d) ——- + Max |, où r est l’indice du premier coef- 
0 r 
ficient négatif et ax les coefficients négatifs. 
691. Si tous les coefficients du polynôme f (x) sont non négatifs, 
le polynôme n’a pas de zéros positifs. 
692. Si f (a) > 0, f' (a) > 0, ..., fe (a) > > 0, tous les zéros 


réels du polynôme ne sont pas supérieurs à 4. 
693. Trouver les bornes supérieure et inférieure pour les zéros. 


réels des polynômes : 
a) at — 4aÿ + 7x? — 8x +3; 
b) 2x5 + 7xè — 3: 
c) x° — 10825 — 44528 +- 9007? + 801 ; 
d) xt + 472 — 8x? — 10x + 14. 
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$S 8. Théorème de Sturm 


694, Former les polynômes de Sturm et séparer les zéros des 
polynômes : 

a) d° — 3x — À; b) x + x — 2x — 1; 

C) 2° — 7x + 7; d) 2 —zx+s; e) a + 3x — 5. 

695. Former les polynômes de Sturm et séparer les zéros des 
polynômes : 

a) 24 — 12%? — 167 — 4; b) zt — x — 1; 

C) 2x — Sr + Gr? — 1; d) xt + x? — 1; 

e) at + 4x3 — {2x + 9, 

696. Former les polynômes de Sturm et séparer les zéros des 
polynômes : 

a) 24 — 27% — 4x + 5x + 5; b} gt — 225 + x? — 2x +1; 

c) x — 2x — 3x? + 2x +; d) —2 +2 —x—1; 

e) x — 4x — Ar? + 4x + 1. 

697. Former la suite de Sturm et séparer les zéros des polynômes : 

a) gt — 22% — 7x? + 8x +1; b)zxt — 42 + x +1; 

C) at — 2 — 2 — x +1; d) z* — 472$ + 8x? — 12x + 8; 

€) at — 2% — 2x +1. 

698. Former la suite de Sturm et séparer Les zéros des polynômes : 

a) xt — 6x? — 4x +2; b) 4x4 — 1273 + Sr — 1; 

c) 3x + 12x5 + 9x? — 1; d) x — 2x5 — 4x? + 4x + 4: 

e) 9x — 12627 .— 252x — 140. 

699. Former la suite de Sturm et séparer les zéros des polynômes : 

a) 2x5 — 10x$ + 10x — 3; 

D) 25 — 325 — Sat + 1x — Dr? — 3x +1; 

c) 5 + xt — 4e — Sa? + Sx + 1; 

d) x5 — 52% — 107? + 2, 

700. Former la suite de Sturm en utilisant la règle permettant 
de diviser les fonctions de Sturm par des quantités positives, et 
séparer les zéros des polynômes: 

à) z* + 4x — 1; b) 24 — 22% + Sr? — 9x + 1; 

c) 24 — 22% + 2x? — 6x L 1; 

A) x$ + 52% + 107? — 5x — 5. 

701. Utilisant Je théorème de Sturm, déterminer le nombre de 
racines réelles de l’équation z2° + px + qg — Q pour p et gqg réels. 
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*702. Déterminer le nombre de racines réelles de l'équation 
x" + px + q = (0. 
703. Déterminer le nombre de racines réelles de l'équation 
2° — 5a2 + 5a°x + 2b = 0, | 


704. Démontrer que si la suite de Sturm contient des polynômes 
de tous les degrés de 0 à x, le nombre des changements de signe dans 
la suite des coefficients des termes principaux des polynômes de 
Sturm est égal au nombre de couples de zéros complexes conjugués 
du polynôme initial. 

705. Démontrer que si les polynômes f (x), f, (x), fa (x), . .. 
..., fr (x) ont les propriétés suivantes: 

1) f (x) f, (x) change son signe de plus en moins en passant par 
le zéro de f (x): 

2) deux polynômes voisins ne s'annulent pas simultanément: 

3) Si fa (to) = 0, alors f1, (to) et f1:1 (Xo) Sont de.signes contrai- 
r'es ; 
4) le dernier polynôme fx (x) ne change pas de signe dans l'in- 
tervalle (a, b), 
le nombre des zéros du polynôme f (x) dans l'intervalle (a, b) est 


égal à l'accroissement du nombre de changements de signe dans 


la suite des valeurs des polynômes 7, j,, . . .; fr, lors du passage 
de a à b. 
706. Soit x, un zéro réel de f’ (x): 
{ ; | 
fe f (a): 


f, (x) est le reste de la division de jf (x) par f, (x), pris avec le signe 
contraire ; f, (x) est le reste de la division de f, (x) par f, (x) pris 
avec le signe contraire, et ainsi de suite, On suppose que f (x) n’a 
pas de zéros multiples. Trouver la relation existant entre le nombre 
de zéros réels de f (x) et le nombre de changements de signe dans 
la suite des valeurs des polynômes construits pour z = — œ, x — 
— Xp Et Z — + co. 

*707. Construire la suite de Sturm pour les polynômes 
d'Hermite 


ARTS 5 
P,(x)=(—1)e ? HER 


et déterminer le nombre de zéros réels. 

*708. Déterminer le nombre de zéros réels des polynômes de 
Laguerre | 
x an (e-Xzn) 


P,(x)=(—1}"e 


dzn 
Déterminer le nombre de zéros réels des polynômes : 
z x? , æn 
*709. E,(x)=1+<+s+ .... te 


| (+) 
#710. P,(x)—(— 1 ae 


dintl 
_ 4 
2 1 A+ 
À (x à 1) din x? +1 } 


712. P,(x)=(—1) (a + AT jam ee —): 


#713. Soit { (x) un polynôme du troisième degré ne possédant 
pas de zéros multiples. Montrer que le polynôme # (x) — 
— 2f (x) f” (x) — [f' (x)l? possède deux et seulement deux .zéros 
réels. Examiner les cas pour lesquels f (x) possèdé un zéro double 
où triple: 

714. Démontrer que si tous les zéros du polynôme f (x) sont 
récis et distincts, tous les zéros de chacun des polynômes de la suite 
de Sturm, formée à l'aide de l'algorithme d’Euclide, sont réels 
et distincts. 


+711. P, (x) = 


$ 9. Théorèmes sur Ia distribution des zéros d’un polynôme 
Démontrer les théorèmes suivants : 

pu r 7 LA dan (x? — 1 
115. Tous les zéros du polynôme de Legendre P, (x) = —=:, “E 


sont réels, distincts et compris dans l'intervalle (—1, +1). 
716. Si tous les zéros du polynôme f (x) sont réels, tous les zéros 
du polynôme 2Àf (x) + f" (x) le sont aussi pour n'importe quel À 
réel. 
#717. Si Lous les zéros du polynôme f (x) ct tous les zéros du 
polynôme 


g (x) = at" + ax" it, ,, <a, 


sont réels, {ous les zéros du polynôme 


F (à): = aof (x) + af (x) Les SE a (x) 


le sont aussi. 
#718. Si tous les zéros du polynôme f(x) ar" + qua" 1, 
.— @n sont réels, tous les zéros du polynôme ; 


at" + aime" + am(m—1)2 4... +anm(m—1)...(m—n +1) 


le sont aussi pour n'importe quel m entier positil. 
*219. Si tous Îcs zéros du polynôme (x) —açr" + ax" 4... 
-.-}+ An Sont récis, ious les zéros du polynôme 


Gr) = age -+ Cheat + Chart? +... + 
le sont aussi. 
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720. Démontrer que tous les zéros du polynôme 


en (+) ar (RO Vans 4 


sont réels. 
*721. Déterminer le nombre de zéros réels du polynôme 


Dé iPrlee pp. ut 


722. Déterminer le nombre de zéros réels du polynôme 
22m Le ganeti te  , ,-E get L a. 

723. Déterminer le nombre de zéros réels du polynôme 

f()=(x—a)(x—b)(x—c)— A?(x—a)— B?(x — db) — C?(x — 0) 


pour a, b, c, À, B, C réels. 
724. Démontrer que 


A? A3 . Af 
( L — PT 1 A « + + ee 
p (x) T— 4, | T—G2 " &4—4n F8 
n’a pas de zéros complexes quand 44, &2, ..., an, À, A0, ..., An, B 


sont réels. 

Démontrer les théorèmes suivants: 

725. Si le polynôme f (x) possède des zéros réels distincts, 
[f' (x)Ï? — f (x) f” (x) n'a pas de zéros réels. | 

726. Toutes les racines de l'équation. Àf (x) + u (x) — 0 sont 
réelles pour n'importe quels À et u réels si les zéros des polynômes 
f (x) et q (x) sont tous réels, simples et peuvent être séparés, c'est-à- 
dire qu'entre deux zéros quelconques de f (x) il existe un zéro de 
p (x) et entre deux zéros quelconques de (x) il existe un zéro de f (x). 

*727. Les zéros des polynômes f (x) et @ (x) peuvent être séparés 
si tous les zéros des polynômes F (x) = Àf (x) + uœ (x) sont réels 
pour n'importe quels À et u réels. oo 

*728. Le nombre de zéros réels du polynôme [f° (x)? — f (x) f(x) 
est égal au nombre de zéros complexes du polynôme jf (x) si tous 
les zéros de f’ (x) sont réels et distincts et f (x) n'a pas de zéros 
multiples. | 

#729, Si tous les zéros des polynômes f, (x) et f, (x) sont réels 
et peuvent être séparés, les zéros de leurs dérivées le peuvent aussi. 

*730. Tous les zéros du polynôme F (x) == yf (x) + (À + x) f” (x) 
sont réels pour y => 0 ou y << — n et pour tout À réel si tous les 
zéros du polynôme f (x) sont réels. 

*731. Tous les zéros du polynôme 


aop (0) + ap (1) x + ap (2) x? + ... + a,@(n) x" 
sont réels si le polynôme 
f{t)=a+ax+...+a,zx" 
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ne possède que des zéros réels et le polynôme 
p (x) = bo + bit + ... + biz" 


a des zéros réels non compris dans l'intervalle (0, n). 

*732. Tous les zéros du polynôme ao + GYT + 
+av(r—- te +... Hay 1... (-nr+t)z" sont 
réels pour y => nr — de si tous les zéros du polynôme f (x) = à + 
+ 4,7 + + a,z" sont réels. 

#733. Si tous les zéros du polynôme f (x) — ao + ax + ... 
... + a,” sont réels, alors pour y = nr — {, & => 0 tous les zéros 
du polynôme 

+10. V0... +1) 
Da TN (apr 1) 0 
le sont aussi. 

734, Si tous les zéros du polynôme f (x) = 45 + ax + ... 
... + ax" sont réels, alors pour 0 << w 1 tous les zéros du 
polynôme a, + auwx + aux? + ... + a,w"zx" le sont aussi. 

*739. Si tous les zéros du polynôme as + ax + ar? + ... 

.. + 4,2" sont réels et de même signe, alors tous les zéros du 
polynôme 


do) cos p + a, cos (p + 0) x + a, cos (p + 28) x? + ... 
. + a, cos (go + n0) x" 


sont récls. 
*736. Tous les zéros des polynômes 


do + at +... +ax" et b5 + br + ... + b,zx" 
sont réels et peuvent être séparés (les nombres &s, 4, . .., &h, Do, 
b,, ..., b, sont réels) si tous les zéros du polynôme 


(ao + ibo) + (a + ibi) x +... + (a, + ib,) x" 


se trouvent dans le demi- -plan supérieur. 

“737. Les parties imaginaires des zéros de @ (x) + ip (x) sont 
de mème signe si tous les zéros des polynômes œ (x) et % (x) sont 
réels et peuvent être séparés. 

#738. Si tous les zéros du polynôme f (x) se trouvent dans le 
demi-plan supérieur, tous les zéros de sa dérivée s’y trouvent aussi. 

*739. Si tous les zéros du polynôme jf (x) sont situés dans un 
certain demi-plan, tous les zéros de sa dérivée sont situés dans le 
même demi-plan. 

#*740. Les zéros de la dérivée du polynôme f (x) sont compris 
à l'intérieur d'un contour convexe quelconque qui englobe tous 
les zéros du polynôme f (x). | 

*741. Toutes les racines de l'équation [f (x)? + k?[f (x)? = 0 ont 
une partie imaginaire inférieure à #n en valeur absolue si f (x) est 
un polynôme de degré n à zéros réels. 
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742. Si tous les zéros des polynômes f (x) — a et f (x) — b sont 
réels, tous les zéros du polynôme f (x) — À le sont aussi à condition 
que À soit compris entre a et b. 

*743. Pour que les parties réelles de tous les zéros du polynôme 
x + ax 1 + ... + a, à coefficients réels soient de même signe, 
il faut et il suffit que les zéros des polynômes 


xt — ax"? + art — ,, 
et 
PE RE PC AUS EE CPE 
soient tous réels et puissent être séparés. 

*744. Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
les parties réelles de toutes les racines de l'équation x? + ax? + 
+ bx + c — 0 à coefficients réels soient négatives. 

*745. Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
les parties réelles de toutes les racines de l'équation x% + ax + 
+ bx? + cx + d — 0 à coefficients réels soient négatives. 

*746. Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
toutes les racines de l'équation 2% + ax? + br + c — O0 à coeffi- 
cients réels ne soient pas supérieures en module à l'unité. 

*747.Démontrer que tous les zéros du polynôme jf (x) = ao2" + 
+ ax" 1 + ... + a, ne sont pas supérieurs en module à l'unité si 
A > >>... Zn 2 V. 


$ 10. Calcul approché des zéros d’un polynôme 


748. Calculer avec une précision de 0,0001 la racine de l’équa- 
tion 2° — 3x? — 13x — 7 — 0, comprise dans l'intervalle (—1, 0). 

749. Calculer avec une précision de 0,000001 la racine réelle 
de l'équation 2° — 2x — 5 — 0. 

750. Calculer avec une précision de 0,0001 les racines réelles 
des équations: 


a) z — 10x — 5 = 0; b) 2 + 2x — 30 —0; 
c) 2° — 3x? — 4x + 1 — 0; d) x — 3x — x +2 = 0. 


751. Diviser la demi-sphère de rayon unité en deux parties 
égales par un plan parallèle à la base. 

752. Calculer avec une précision de O0,0001 la racine positive 
de l'équation 2° — 5x — 3 = (0. 

753. Calculer avec une précision de 0,000f la racine de l'équa- 
tion : 

a) tt + 8x5 — 9x — 9 — 0, comprise dans l'intervalle (1, 2); 

b) xt — 4x + 47? — 4 — 0, comprise dans l'intervalle (—1, 0; 

c) 24 + 38 + 4x? + x — 3 — 0, comprise dans l'intervalle 
(0, 1); | 
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d) xt — 10x? — 16x + 5 — 0, comprise dans l'intervalle (0, {); 

€) x — x — 9x? + {0x — 10 — 0, comprise dans l'intervalle 
(—4, —3); 

f) xt — 6x? + 12x — 8 — O0, comprise dans l'intervalle (1, 2); 

g) 24 — 3x? + 4x — 3 = 0, comprise dans l'intervalle 
(—3; —2); 

h) ft — x — 7x? — 8x — 6 — 0, comprise dans l'intervalle 
(8, 4: | 

i) 24 — 3x5 + 3x?— 2 = 0, comprise dans l'intervalle (1, 2). 

754. Calculer avec une précision de 0,0001 les racines réelles 
des équations : 

da) 2h or — 4p%- 10); 

b) z4 + 328 — 2? —_ 3x + 1 — 0; 

c) 24 — 6x8 + 1322 — 10x + 1 — 0; 

d) 2% — 8x5 — 2x? + 167 — 3 — 0; 

e) at — 52 + x? — 5x — 1 = 0; 

f) at — 225 — Gr? + 4x + 4 = 0; 

g) at + 22 + 3x? + 2x — 2 — 0; 

h) at + 4x8 — 4x? — 167 — 8 = 0. 


Chapitre G 
FONCTIONS SYMÉTRIQUES 


$ 1. Expression des fonctions symétriques à l’aide des fonctions 
fondamentales. Calcul des fonctions symétriques des racines 
d’une équation algébrique 
7959. Exprimer 
à) Xi + Te + AS — DT Tol 25 
D) its + titi + dite LT ns + Lot ; 
C) ri+ as + ai — 2riai — 2rixi — 2rèrt ; 
d) 2x5 + rérs + dies + airs + ir xs : 
€) (tit 22) (ri + 23) (m2 +23); 
1) (ai + 22) (ri + 25) (a + 29): 
g) (2xi--Zo — X3) (279 — Li — X3) (2X3-— Ti — Lo) ; 
D) (ti — 22) (xs — 23) (2 — 23) 


à l’aide des polynômes symétriques fondamentaux. 


256. Exprimer 
a) (ty + Lo) (tn + Zs) (mi + Zu) (te + Ta) (Ze + 1) (Xa + ti); 
D) (tite + Tati) (tits + Lotu) (XiTa + Tata) ; 
C) (ti À Lo — Lg — Lo) (tn — Lo + Les — Lo) (tn — Lo — Zs + 
+ zx) 
à l’aide des polynômes symétriques fondamentaux. 
757. Exprimer les polynômes monogènes 


a) + ...; g) LT +... Nn) LiTolata +... 
b) zÿ+ ...; h) 2itors +... ; O) Litita + ...: 
C) Litota + ...; 1) LE sas p) 2x5 + ...; 
dE ie +... D) tt... ; Q) Lits + -..; 
e) LiTo-t ...: k) 2ÿ+...; Fr) at. 
Dhs l} Titi. S) Lo +...) 

0) TE sis t) +... 


à l’aide des polynômes symétriques fondamentaux. 
758. Exprimer 


a) (—ri Fr trs +... + tn) + (24 — To + TT 
see tn) (ri + do — 23 +... +2) +... 
(mit To+ let... — Zn); 
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[ap 


S° 


©’ 


[ste 


MA 


b) (— >, À- Lo + Ls + ve + Ln) (li — Lo =|- T3 + cs Tn).s.s 
| (Li Lot ce — Ta) 
l’aide des polynômes symétriques 7 
759. Exprimer 
a) D (ti — 2) ; D) à (ci +2) ; 
it 


i>kR 
o Dia); à 2 Gitu—zÿ 

ik 1>kh 

ii ER 
l'aide des polynômes symétriques fondamentaux. 
760. Expimer le polynôme monogène 
AR TL à a TT 
l’aide des polynômes symétriques fondamentaux. 
761. Exprimer 
À (ati + dti tee. + Antin) 


l’aide des polynômes symétriques Re. 
La sommation est étendue à toutes les permutations possibles 


lys Los ++. in des numéros À, 2,...,n. 
762. Exprimer 
_ nn À La Lo T3 T1 
a) — tr. r ee RE 


F T3 — T3)? (z3—zx1)? , 
Ti Te Lots ‘ Z3tt4 ? 


o) (2+5+2#) (sis) 


T1 Lo T3 


b) 


l’aide des polynômes symétriques fondamentaux. 
763. Exprimer 


a) RU AE 


T3Ta4 Lots Lols Tilr — TiTo 


L3T4 , 


, 


p, T2 | Mit ; Pda | Totts | Tr | 2% 

) T3-Ft, Ta, T Ti + T3 5 T1 1 Ta Lu Ti Ta F Ti + Ze 
l’aide des polynômes symétriques fondamentaux. 
764. Exprimer 


4 { i 
Ds DIE x 2 


ii 

CALE: 

DES o D: n > — 
ii i#)j i£j 
ifh 
> 


à l’aide des polynômes symétriques fondamentaux. 
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765. Calculer la somme des carrés des racines de l'équation 
a + 2x — 3 — (). 
766. Calculer 
Lilo + Titi “+ Lits + 2023 + 2x, L rar 
à partir des racines z,, 2, xa de l’équation 
2 — x? — 4x + AÀ —0,. 
767. Déterminer la valeur de la fonction symétrique monogène 
LToT3 + 
des racines Z1, Lo, Ta T4 de l'équation 
2 + 28 — 2x? — 3x + 1 — 
768. Soient x,, r,, x, les racines de l'équation 4% + px + g = 0, 
Calculer : 
à) +++ rA 
b) zixo + pe re h x?rt " ru | — 
C) (Ti — T2T3) (x — TT) (t5— Loti); 


d) ri + to) (ri + 23) (ro + 23)* ; 
x? x T4 


Sr EDS F5 LEFDG FT Thr)@+0 


2. 1 


1) en Li I Gi À a. en 


769. Quelle relation existe entre les coefficients de l'équation 
du troisième degré 


1 L ax? + br + c — 


si le carré d'une des racines est égal à la somme des carrés des deux 
autres ? | 
770. Démontrer le théorème suivant: les conditions nécessaires 
et suffisantes pour que toutes les racines de l'équation du troisième 
degré 2° + ax° -L bx + c — O0 aïent des parties réelles négatives, 
sont : 
a => 0; ab — c > 0; C0. 


771. Trouver l'aire et le rayon du cercle circonserit à un triangle 
dont les. côtés sont égaux aux racines de l'équation du troisième 
degré : 

a — ax? + bx — € — 0, 

*772. Trouver la relation entre les coefficients d'une équation 

dont les racines sont égales aux sinus des angles d’un triangle. 
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#73. Calculer, à partir des racines de l'équation jf (x) — 0, la 
valeur de la fonction symétrique : 


à) LiTe +... TG) = or = 097221; 

Diva ste, f(x) = 32% — 228 + 22° + x — 1; 

C) (ai + dite + 20) (22 + ets + 25) (as + tons + di), 

. fx) = 528 — Gr? + 7x — 8. 


774, Exprimer, en fonction des coefficients de l'équation 
agx$ + 4,2? + a,x + as = 0, 
les fonctions symétriques suivantes : 
a) dé (rs 22)" (ri — 28) (a — 25) ; 
b) «& (x — Lola) (22 — Lits) (T3 — Lite) ; 


c) (tir)? | (mis)? . (as xs)? , 
T4To L1T3 LZolz 


4 2 2 2 2 2 

d) a (a? ris + 22) (a? + pra ta?) (a+ ro + a). 

779, Soient T;, Ze, ..., æn les zéros du polynôme 
a Hart... Lan. 


Démontrer que le polynôme symétrique en 2,, Z3, . . ., x, peut 
être représenté sous forme de polynôme en zx. 

776. En utilisant le résultat du problème n° 775, résoudre les 
problèmes n°5 755 e), 755 g), 774 b}), 774 à). 


n 
777. Trouver DE , Où fn est la Æîme fonction symétrique 
FE 
fondamentale en x,, æ, ..., æ,. 
778. Supposons que l’on connaisse l'expression de la fonction 
symétrique À (x; Zos . . ., æ,) au moyen des fonctions fondamenta- 


n 
| QUOE 45 5 — 
les. Exprimer >» 3x. à l’aide de fonctions symétriques fondamenta- 
4-1 


les. 

Démontrer les théorèmes : 

779. Si F(x,, Ze, . . ., æ,) est une fonction symétrique possé- 
dant la propriété 

Fin ta mn +a ..., 2, +a) = Fr, za ..., æ) 
et si D (fi: fo, : . ., fa) est l'expression de cette fonction au moyen 
des fonclions fondamentales, on a: 


ap, 00 0® 
LT PL LRO E ÉD TE RES + fn 0, 


et inversement. 
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780. Chaque polynôme symétrique homogène du deuxième 
degré, possédant la propriété énoncée dans le problème n° 779, 

lé * à « — 
est égal à & > (x; — 2x), où & est une constante. 

i< h 

781. Trouver la forme générale des polynômes symétriques homo- 
gènes du troisième degré qui possèdent la propriété énoncée dans 
le problème n° 779. 

782. Exprimer 


D (aix) (ri) (x; — 2), 
<< jh | 
au moyen des polynômes symétriques fondamentaux, en utilisant 
le résultat du problème n° 779. 
783. Démontrer que parmi les polynômes symétriques 
FE (ti, Tas . . ., &,), ayant la propriété 


F (x., Toy Th) = F (x, + à, Lo + dy, os Ta + a), 


il existe 7 — {À « polynômes fondamentaux » .,, œa, . . ., p, tels 
que chaque polynôme de la classe considérée peut être exprimé 
sous forme de polynôme en @e, @ss + « ., a. 

784. Exprimer au moyen des polynômes .,, ®,; du problème 
n° 783 les fonctions symétriques suivantes : 


a) (ti — Ze) (xs, — 23) (te — t3)*; 
D) (2, — ro) + (xs — a) + (te — xs). 


785. Exprimer au moyen des polynômes ®:, ®;, ®. du problème 
n° 783 les fonctions symétriques suivantes : 


a) (ai + Le — 2y — 2) (en — To + ds — 2) (ts — Zn — 23 + 
+ &4); | 
# (rs — Ta)? (rs — 23)? (rs — 25) (ra — 2) (re — 2)? (xs — 


$ 2. Sommes des puissances 


786. Exprimer s,, 53, 54, S5, S au moyen des polynômes symé- 
triques fondamentaux en utilisant les formules de Newton. 
787. Exprimer fo, fa, fx fs, fe par des sommes des puissances 
Sy» Sos « - ., en Utilisant les formules de Newton. 
788. Trouver la somme des puissances cinquièmes des racines 
de l’équation : 
X$ — 4x + 3x8 — 4x + x + À — O0. 


789. Trouver la somme des puissances huitièmes des racines 
de l'équation 
a — x — 1 — 0, 
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790. Trouver la somme des puissances dixièmes des racines de 
l'équation 


791. Trouver s,, s, ..., s, des racines de l’équalion 


| { == 


1 
En ga pe 0 


792. Démontrer que 
| ; k k (k — 
a“ (ak + zh) (—1) [ b! — Lpt-tge + EE bhrägte? — 
kG—A) ES) pr-6,38 1 
A qu bac | 
Si æ4} x sont les racines de l'équation du deuxième degré ax? + 
Lbxte=0. 
1493. Démontrer que pour chaque équation du troisième degré 
s$—s ) 
Hs Ep. 


3 


794. Démontrer que si la somme des racines de l'équation du 
quatrième degré est nulle, on à 


795. Démontrer que si pour une équation du sixième degré 
S,—Ss;=0, on a 


796. Trouver les équations du n°" degré, pour lesquelles 
Pr Se — 44% 8. = 0: 
797. Trouver les équations du n°"e degré, pour lesquelles 
| 
798. Trouver l'équation du n°"® degré pour laquelle 
= SE in es 0) 


799. Exprimer 2e par des sommes des puissances. 
i<j 

*800. Exprimer D\(x;+x;)* par des sommes des puissances. 
i<j 


#801. Exprimer >(x;—zx;)* par des sommes des puissances. 
i<ÿ 


fe 1 O0 ...0 
| 2f, fi 4 ...0 
802. Démontrer que s—|3f; fs fi ... 0 


CR 


kfn În-1 Îhs “en Ji! 
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2 1 
803. Démontrer que Ja—=-r|s; Sr Si 3... 
| Sh Skh-1 Shk-2 ... S1 


| | 
Si € 0:30 
804. Calculer le déterminant |&, os, 2 0 
Sn Sn-1 Sn-92 su" T0 
*805. Trouver s» à partir des racines de l'équation 
X, (à) = 0. 
*806. Démontrer que les expressions de f,, fA et f, en fonction 


des racines de l'équation X, (x) — 0 ne peuvent prendre que les 
valeurs O0 et +1. 


*807. Résoudre le système d'équations: 
Li —+— Lo - …_ CE + En — a, 
Tia +...+x=a, 
2 “ 2 M + Tr = 4 
et trouver zf*t+gftit + Ut, 


*808. Calculer les sommes des puissances Sy, 5, 
racines de l’équation 


x" + (a+ B) rt L(ar+abLB)atTE LL... 
+ (at Lab +... +b7) = 0. 


*809. Calculer les sommes des puissances 54, 5, ..., Sn des 
racines de l'équation 


FL (a + b) at + (at + D at... + (at-+Hb7) = 0 


.+, Sn des 


$ 3. Transformation des équations 


810. Trouver les équations dont les racines sont: 

À) Li + Tor Lo À Lsr Ts + Li; 

b) (x — To)”; (ze — 23), (rs — 2}; 

C) Ti — Lots Lo — Talys Te — Tia) 

a) (1 — te) (x, — T3): ea Ty) (ta — Lg}, (ts — 21) (rs — Lo)3 
CE A Pie A 


La 
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OÙ Z;, Lo, ZA Sont les racines de l'équation 
a + ax? + bx + ce = 0. 
811. Trouver l'équation dont les racines sont : 
(a, + re + ze) et (x, + me? + ze), 


1 V8 


OÙ € — Hi, ti Xa %3 sOnt les racines de l'équation 
a + ax + br +ce— 0. 


812. Trouver l'équation de degré le plus petit dont l'une des 
racines est PE + =: OÙ Ty, Los a Sont les racines de l’équa- 
tion du troisième degré 2° + ax? +- bx + c — 0, et dont les coeffi- 
cients s'expriment rationnellement en fonction des coefficients de 
l'équation donnée. 

813. Trouver l'équation de degré le plus petit dont l’une des 


ÿ VA « : » A 
racines est _ , OÙ TZ), Lo, 24 Sont les racines de l'équation 2° + ax? + 
: e 


+ br — ec = 0, et dont les coefficients s'expriment en fonction des 
coefficients de l'équation donnée. 

814. Trouver l'équation de degré le plus petit dont les coeffi- 
cients s'expriment rationnellement en fonction des coefficients de 
l'équation donnée xt + ax + bx°? + cx + d = 0, admettant en 
qualité de l’une des racines de l'équation cherchée : 

a) Lite + Tati b) (as + xs — xs — x)°; C) Lite; 

d) %1 + Ze; e) (x, — 22)*. 

815. Utilisant les résultats des problèmes n°5 814 a) et 814 b) 
exprimer les racines de l'équation du quatrième degré en fonction 
des racines de l'équation auxiliaire du troisième degré du problème 
n° 814 a). . 

816. Ecrire la formule de la résolution de l'équation 


at — Gax? + bx — 3a? — 0. 
817. Construire l'équation dont l'une des racines est: 


(tite + Tag + Tata + dits + 25m) X 
X (tits + Las + Lite + Lola + Tata); 
OÙ Lys Los Lys Lys T3 Sont les racines de l'équation 


xs + ax + b = 0. 
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$ 4. Résultant et diseriminant 
*818. Démontrer que Île résultant des polynômes 
f(x)=x2" tas" iL... Lan ét o(z)=br" +... +b 
est égal au déterminant formé par les coefficients des restes de Ia 
division de œ (x), x (x), ..., x"-4o (x) par f (x). On suppose que 
les restes sont disposés dans l’ordre de croissance des puissances de x 
(procédé d’Hermite). 
Remarque: Le reste r; (x) de la division de z*-1@ (x) par 
f (x) est égal au reste de la division de xrx_1 (x) par f (x). 
*819. Démontrer que le résultant des polynômes 
f(r)= ar" +anti+ ..,. La, 
et 
px) = bo" + bat 1, +B, 
est égal au déterminant formé par les coefficients des polynômes 
du (n—1}me degré (ou d'un degré inférieur) 
a (r) = (aor*T + a +... + an 1) P (x) — 
— ortt bat-2 +. L ba à) f (a), 
k-=1,..., n (procédé de Bezout). 
Remarque: 
1 = 400 — bof, 
Dr = Tres An1P — Dnrf. 
*820. Démontrer que le résultant des polynômes 
f{x)= at" Hart +... +an et pr) = or + bia LL... +, 


pour n>>m est égal au déterminant formé par les coefficients des 
polynômes Yy,(x) de degré non supérieur à (n—1), déterminés par 
les formules : 
Antt)= rh ip(x) si 1LkALn—-m; 
—7 _ _ =) N — 
JU (x) = (ar tm Lg aRntm LL, Hapenames) 2770 (x) — 
. — (brh-nim- 1 + brh-n+rm—2 + sus + On-n+m-1t) Î (x) 


(les polynômes y, sont disposés dans l’ordre de croissance des 
puissances de x). 
Remarque: 


An-m1 = 2 p (x) — bof (x), 
Xn = Les À Gh-nemt op (x) — brenem-if (£) 
quand À n — m + tf. 
410 


821. Calculer le résultant des polynômes: 
a) 2° — 9x? + 2x + I ct 2x? — x — 1; 
b) 2x5 — 3x? + 2x + A et 2+zr+s; 
C) 22% — 3x? — x + 2 et 21 — 22 — 3x + 4; 
d) Sat + 2x? + x + 1 et 223 + x — x — 1; 
e) 22 — 2 +3 et Sax — x? + 4; 
f) ao? + a,x + & et box + b,x + b.. 
822. Pour quelle valeur de À les polynômes ont-ils un zéro com- 
min : 
a) x° — Àx + 2 et zx? + Àr + 2; 
b) 2° — 2kr + À et x? + À? — 2; 
c) x3 + Az? — 9 et a+ Ar — 3? 
823. Eliminer x des systèmes d'équations: 
a) 2 — 2y + y = 5, 2'y + ay = 6; 
D} a— ay —p +y=0, 2 +xz— y —1—-0; 
c) y — a — 22? — Gr +8, y — 2x° — 8x? + 5x + 2. 
824. Résoudre les systèmes : 
a) y° — Tay + 4x? + 13 — 2y — 3 = 0, 
y? — 14xy + Jr? + 28x — 4y — 5 — 0; 
D) y? + à? — y — 3x — 0, 
y® — Gry — x? + Lily + 7x — 12 — 0; 
C) 5y? — Gry + 5x? — 16 = 0, 
y? — ay + 2 — y —z —-4 —0; 
d) y + (x — 4) y + xt — 2x +3 — 0, 
ÿ9 — 9ÿ + (x + 7) y + 28 — x? — 5x — 3 — 0; 
€) 2yÿ9 — 4xy? — (2x? — 12x + 8) y + 23 + 6x? — 167 = 0, 
4y9 — (3x + 10) y? — (4x? — 24x + 16) y — 3x8 + 
+ 2x? — 12x + 40 = 0. 
825. Déterminer le résultant des polynômes : 
aol Hart Lt... Lan et ar Hart it... dans. 
826. Démontrer que 
R (, Pipe) = R (, p1)'R (, pi). 


*827. Trouver le résultant des polynômes 
X, et z"— 1. 
*828. Trouver le résultant des polynômes 
Xm et À,. 
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829. Calculer le discriminant du polynôme : 


a) 2° — 2 — 2x +]; b) x + 2x? + 4x + 1; 
C) 2 + 3x? + 5x + 2; d) z — 28 — 3x? + x +; 
©) 2x — 2% — 4x? + x + 1. 


830. Calculer le discriminant du polynôme : 

a) z$ — oax° + SaŸx — b; 

b) (x? — x + 138 — À (xt — zx)? ; 

C) ax — bx? + (b — 3a) x + a; 

d) x — Àa$ + 3 (À — 4) x — 2 (À — 8) x — 4. 

831. Pour quelle valeur de À le polynôme a-t-il des zéros mul- 
tiples 

a) x — 3x + À; b) xt — 4x + À; 

c) at —— 8x? + (13 — À) x — (6 + 2); 

d} at — 4x8 + (2 — A) x + 2x — 29 

832. Caractériser le nombre de zéros récls d'un polynôme à coef- 
Ticients réels d'après le signe du discriminant : 

a) pour un polynôme du troisième degré ; 

b)} pour un polynôme du quatrième degré; 

c) dans le cas général. 

833. Calculer le discriminant du polynôme z* + a. 

834. Calculer le discriminant du polynôme 2° + px -i q. 

*835. Calculer le discriminant du polynôme 


min  : mMm 
+ Al “+ oo 


aoT 
836. Connaïissant le discriminant du polynôme 
Dit nel es eh os 
trouver le discriminant du polynôme 
Qt + Que +, + &. 


837. Démontrer que le discriminant d'un polynôme du quatrième 
degré est égal au discriminant de sa résolvante de Ferrari [problème 
n° 814 a) et problème n° 801. 

838. Démontrer que 


D (2 — a) f (x) = D ( lo. 
*339, Calculer le discriminant du polynôme 
gui tan LL. 
*840. Calculer le discriminant du polynôme 
2 +'azt-i Ham? + .. Ha. 
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841. Démontrer que le discriminant du produit de deux polynô- 
mes est égal au produit des discriminants, multiplié par le carré 
de leur résultant. 


842. Trouver le discriminant du polynôme 


*843. Trouver le discriminant du polynôme circulaire X,. 
*844. Calculer le discriminant du polynôme 


A Ep. ou 
Es=nt (1 +T+ +. +5). 
*845. Calculer le discriminant du polynôme 


LL ———— x 


- Er a—1 a(a—1}...(a—n<i 
Fra + eat =, ) msg. 4 0er, 


“846. Calculer le discriminant du polynôme d’Hermite 


to] a 


22 .— 
— n 
3 dre 
din 


Ph(x)=(—1)"e 
*847. Calculer le discriminant du polynôme de Laguerre 


Pa (= (— 1) 


dr" 


*848. Calculer le discriminant du polynôme de Tchébicheff 


“A 
2c0s (n arc cos +) : 


*849. Calculer le discriminant du polynôme 


1 
Pr (x) = T° (t+r2ytn " 1+ 


“dzn 


*850. Calculer le discriminant du polynôme 
“e À on — 
P, (e)=(— 1 (an t3 . VIE 
*851. Calculer le discriminant du polynôme 
1 
Ph(x)=(— 1)" 27" À an (3) 
n x) = — ) T € in 
*852. Trouver le maximum du discriminant du polynôme 
Lt + ax +... + a, 
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dont tous les zéros sont réels et liés par la relation 
2iLai+...Lrè=n(n—1)R2. 


853. Le discriminant de f (x) étant connu, trouver le discrimi- 
nant de f (x°). 

854. Le discriminant de f (x) étant connu, trouver le discrimi- 
nant de f(x"). | 

855. Démontrer que le discriminant de F (x) — f(p(x)) est 
égal à 


DPI" [TD (pa) 


où m est le degré de {x}; x, 2, . .., x, sont les zéros de f (x). 
On admet que les coeïfficients des termes principaux de f et o sont 
égaux à l'unité. 


$ 5. Transformation de Tschirnhausen 
et élimination de l’irrationnalité du dénominateur 


856. Transformer l'équation 
(x — 1} (x — 3) (x + 4) — 0 

par la substitution y — x? — x — 1. 

857. Transformer les équations: 

a) x° — 3x — 4 — 0 par la substitution y — x? + x + 1; 

b) x + 22% + 2 — 0 par la substitution y = x? + 1; 

c) xt — x — 2 = 0 par la substitution y — x — 2; 

d) xt — 5 — x? + 1 = O0 par la substitution y — 2% + x? + 
+ x +1. 

858. Transformer les équations par le procédé de Tschirnhausen 
et trouver les transformations inverses: 

a) —zx+2—O0, y = Tr ET; 

b) xt — 3x + 1 — 0, y=2 + zx; 

c) at + 52% + 6x? — 1 = 0, y = at + 42 LE 3x — 1. 


859. Transformer l'équation z° — x? — 2x + 1 — O0 par la subs- 
titution y — 2 — zx? et interpréter le résultat obtenu. 

860. Pour que les racines d’une équation du troisième degré 
à coefficients rationnels s'expriment l’une par l’autre rationnelle- 
ment avec des coefficients rationnels, il faut et il suffit que le dis- 
criminant soit le carré d'un nombre rationnel. Démontrer. 

861. Eliminer l’irrationnalité du dénominateur des expressions : 


a) : 1 . b) 1 . C) LT 
14+V2- V3 1+ÿ2+2/4 ° 1—ÿ2+ V2 
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862. Eliminer l'irrationnalité du dénominateur des expressions : 


a) RU a — 34 + 1 — 0 ; 

b) TE a+ a+ Ba LA 0; 

C) EP le rer 1 4 — 5 + 2 + { — 0; 

d) RE TRTT af + 5 — 4? —3a + 2—0. 


863. Démontrer que chaque fonction rationnelle de la racine x, 

de l’équation du troisième degré x° + ax? + bx + c — 0 peut être 
; ; A me 

représentée sous la forme re avec les coefficients À, B, C, D, 

qui s'expriment rationnellement par les coefficients de l'expression 

initiale et par les coefficients «a, b, c. 

864. Supposons que le discriminant d’une équation du troisième 
degré à coefficients rationnels et irréductible dans le champ des 
nombres rationnels représente le carré d’un nombre rationnel. Dans 
ce cas, il est possible de lier les racines par la relation x, — É. 
À quelle condition doivent satisfaire Les coefficients «, f, y, Ô ? 

865. Effectuer la transformation y — x° dans l'équation 


866. Effectuer la transformation y —4% dans l'équation 
al" Hart it... ar =0. 
*867. Démontrer que si tous les zéros x; du polynôme 


f(G@)=z"+anat- +... +an 41 Z0, 


4 


à coefficients entiers satisfont à la condition [x [<< 4, ils sont 
tous des racines de l'unité. 


$ 6. Polynômes invariants 
par rapport aux permutations paires des variables. 
Polynômes invariants | 
par rapport aux permutations circulaires des variables 


868. Démontrer que si le polynôme reste invariant par rapport 
aux permutations paires et change de signe lors des permutations 
impaires des variables, il est divisible par le déterminant de Van- 
dermonde formé de ces variables et le quotient de la division est 
un polynôme symétrique. 

869. Démontrer que chaque polynôme qui est invariant par 
rapport aux permutations paires des variables peut être représenté 
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sous la forme 
F, +- F, À, 
où F, et F, sont des polynômes symétriques et A le déterminant 


de Vandermonde formé de variables. 
870. Calculer 


2 —2 pnTi 

D PE 2 RE au 
En 
n—2 n+i 


s MAR DR 0 Ln 


871. Construire l'équation dont lés racines sont ax, + fr, + 
+ Via Ole + Pris + Vin Gta + Pr, + Vars, où x,, 2, +, sont les 
racines de l'équation 
a + ax + br +c—=0. 


872. Former l'équation dont les racines sont ty, + Toÿa + 
+ LeYar TiUe ToUs T TaUyr TiUs À Tor T Tao OÙ Ty, Las T3 SON 
les racines de l'équation 2° +- px + q — 0 et y,, y2, y, les racines 
de l'équation y* + p'y + q° = 0. 
873. Pour que les équations à coefficients rationnels 
2% + px + q = 0, 
gp +pyta —0 
soient liées par la transformation rationnelle de Tschirnhausen il 
faut et il suffit que le rapport de leurs discriminants À et A’ soit 
le carré d'un nombre rationnel et que l’une des équations 


279q' AA’ 
ue Spp'u+ TE VIA 


ait une racine rationnelle. Démontrer. 

874, Démontrer que chaque polynôme de n variables x,, æ,, ... 
+. Tns qui reste invariant par rapport aux permutations circu- 
laires des variables, peut être représenté sous la forme 


(6 4 — 
à Afin... n,4, 
OÙ My, Mes +. Mn-, Sont les formes linéaires : 


M=TE-T TE? +- sen 


ñn—- _— . 
Mn, = LE Haen-2L Lx, ; 


27 os. OI 
£ = COS — t SIN — 
a TT 


et les exposants &@1, &2, ..., @,_, satisfont à la condition: @&; + 
+ 20, + ... + (n — 1) &,_, est divisible par nr. 
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875. Pour des fonctions rationnelles qui restent invariantes par 
rapport aux permutations circulaires des variables, indiquer nr 
fonctions fondamentales (fractions et fonctions à coefficients non 
rationnels) à l'aide desquelles toutes ces fonctions s'expriment 
rationnellement. 

876. Pour des fonctions rationnelles de trois variables, qui sont 
invariantes par rapport aux permutations circulaires, indiquer 
trois fonctions fondamentales à coefficients rationnels. 

877. Pour des fonctions rationnelles de quatre variables, qui 
sont invariantes par rapport aux permutations circulaires, indiquer 
quatre fonctions fondamentales à coefficients rationnels. 

878. Pour des fonctions rationnelles de cinq variables, qui res- 
tent invariantes par rapport aux permutations circulaires, indiquer 
cinq fonctions fondamentales à coefficients rationnels. 


Chapitre 7 


ALGERBRE LINÉAIRE 


Dans cette partie on a adopté la terminologie et les notations 
suivantes. On entend par espace l'espace :vectoriel sur le champ 
des nombres réels sauf mentions spéciales. Ce terme s'applique aussi 
bien à l’espace en tant que tel qu’à l’espace considéré comme une 
partie d’un autre cspace plus large. Cependant dans le cas où il 
est nécessaire de souligner ce fait on emploie le terme sous-espace. 
On appelle variété linéaire l’ensemble de vecteurs de la forme X, + 
+ X, où X, est un certain vecteur fixé et X parcourt l’ensemble 
de tous les vecteurs d’un certain sous-espace. 

L'égalité X — (x,, 2, . .., x,) signifie que À a comme coor- 
données. x,, æ,, . .., æ, dans une certaine base fixée de l’espace ; 
s’il est question de l’espace euclidien, on suppose cette base ortho- 
normale. | | | 

. On appelle parfois les vecteurs des points, les variétés unidimen- 
sionnelles des droites, les variétés bidimensionnelles des plans. 


$ 1. Sous-espaces et variétés linéaires. 
: Transformation des coordonnées 


879. Soit donné l'espace vectoriel engendré par les vectenrs 


X;: Xe, . .., Xm. Déterminer sa base et sa dimension: 

Xe @T9 10); No — (1,2; 0, 1) 

Xs — (—1,1, —3, 0); 
b) X, — (2,0,1,3, —1). X, = (41,1,0, —1,1), 
Xs = (0, —2, 1,5, —0). X, = (1, —3,2,S8, —5); 
c) À, = (2,1, 3, —1), Ka = (41,1; =5, 1), 
X 3 == (4, O: d, —1), X, —— (1, D, 3. 1). 

880. Déterminer la base et la dimension de la somme et de l’in- 
tersection des espaces engendrés par les vecteurs X,, ..., X4 et 
Vases Vo: 

à) X, — (4, 2, 2 O), Ti — (2, —1, 0, 1), 

Xe = (—1,1,1,1). Y, = (1, —1,3,7); 
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b) X, = (1,2, —1, —2), Y, — (2,5, —6, —5), 
X.= (6111) Pa (1,27. —) 
X, = (1, 0,1, —1); 

c) X, = (4,1, 0, 0), Y, = (0,0, 1,1), 

X, = (4,0,1,1), Y, — (0,1,1,0) 


881. Trouver les coordonnées du vecteur À dans la base 
Ej;: E5: Es, Bi: 
a) À — (4, 2, 1, 1), = Et 1;1, 
EE: = let 1); 
ES (ly1; 1,1), E, = (4, —1, —1,1); 
b) X — (0, 0, 0, 1), E, =( 
E; =. (2; 1; 3, 1), 
E, = (1, t, 0, 0), E, = (0,1, —1, —1). 
882. Etablir les formules de transformation des coordonnées 
lors du passage de la base £,, E,, E., E, à la base EE", EÆ;, KE, E;: 
a) E, = (1, 0, 0, O), E,=(0, t, 0, 0), Es = (0,0, 1, 0), 
E;=(0;0:0;1); E;= (1, 1; 0; 0); E; = (1, 0,1, 0), 
E;=(4,0;:0,1), E, =; 142); 
b\'E;=(l;2;,-1,0); Es=(t,-1,1,#), 
E; = (—1,2,1,1), £E, = (—1, —1, 0,1), 


E, = (0:1,2;2), E = (—2, 1,1, 2), 
E; = (1, 3, 1, 2). 


883. L'’équation d'une « surface » par rapport à une certaine 
base Æ,, ..., E, cst de la forme x? + 25 — x — x — 1. Trouver 
l'équation de cette surface par rapport à Ia base 


E; = (1,1,1,1); E, = (A, —1, 1, —1); 
E,= (1,1, —1, 1);  Ei= (1, —1, —1, 1) 


(les coordonnées sont données dans la même base Æ,, ..., Æ,). 
*884. Dans l’espace des polynômes en cos x de degré non supé- 
rieur à 2 écrire les formules de transformation des coordonnées 
permettant de passer de la base 1, èos x, ..., cos” x à la base 
1, COS x, . . ., cos nx et inversement. 
885. Dans l'espace à quatre dimensions trouver une droite 
passant par l’origine des coordonnées et coupant les droites: 


= tok n=t=t, me LE, des 01 
et 
= it M1, Let, = LE Dt 
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Trouver les points d'intersection de cette droite avec les droites 
données. 

886. Démontrer que deux droites quelconques dans l’espace 
à n dimensions peuvent être immergées dans une variété linéaire 
à trois dimensions. 

887. Etudier sous forme générale la condition de résolubilité 
du problème n° 885 pour deux droites dans l’espace à z dimensions. 

888. Démontrer que deux plans quelconques dans l’espace à nr 
dimensions peuvent être immergés dans une variété linéaire à cinq 
dimensions. 

889. Donner la description de tous les cas possibles de positions 
relatives de deux plans dans l’espace à nr dimensions. 

890. Démontrer qu'une variété linéaire peut être caractérisée 
par un ensemble de vecteurs contenant avec deux vecteurs Ras 
ques X;,. X, leurs combinaisons linéaires aX, + (1 — «) X, pour 
n'importe quel a. 


$ 2. Géométrie élémentaire 
de l’espace euclidien à n dimensions 
891. Déterminer le produit scalaire des vecteurs X et Y: 
a) X Ds (2, 2 —1, 2), Y = (3, —1, —2, 1) ; 
b) À — (1,2, 1, —1), Y = (—2, 3, —5, —1). 
892. Déterminer l'angle compris entre les vecteurs X et Y: 


a) X —= (2, 1, 3, 2), Y RE (1, 2: —2, 1) ; 
b)-X = (L,2;2;3). Y = (G,1,5,1); 


c) X — (1, 1, 1, 2), Y — (3, f, —1, 0). 
893. Déterminer les cosinus des angles formés par la droite 
Ty = Ts — ... —%, et les axes de coordonnées. 


894. Déterminer les cosinus des angles intérieurs du triangle 
ABC défini par les coordonnées de ses sommets 


A=(1,2,1,2), B=(3,1, —1, 0), C = (1,1,0, 1). 


895. Trouver ia longueur des diagonales d'un cube à nr dimen- 
sions de côté unilé. 

896. Trouver le nombre de diagonales d’un cube à z dimensions, 
perpendiculaires à une diagonale donnée. 

897. Trouver dans l’espace à n dimensions z points le coordon- 
nées non négatives tels que la distance les séparant les uns des autres 
et de l’origine des coordonnées soit égale à 4. Placer le premier de 
ces points sur le premier axe de coordonnées, le second dans le plan 
formé par les deux premiers axes ct ainsi de suile. (Ces points cons- 
tituent avec l’origine des coordonnées les sommels d'un simplexe 
régulier dont la longueur de l’arête est égale à 1.) 


120 


898. Déterminer les coordonnées du centre et le rayon d’une 
sphère circonscrite au simplexe du problème n° 897. 

899. Normer le vecteur (3, 1, 2, 1). 

900. Trouver le vecteur normé, orthogonal aux vecteurs 
(1,1, 1,1); (1, —1, —1, 1); (2, 1, 1, 3). | 

901. Construire la base orthonormale de l’espace en admettant 
comme deux vecteurs de cette base les vecteurs 


EEE où (is à 
902. Par le procédé d’orthogonalisation trouver la base ortho- 
gonale de l’espace engendré par les vecteurs 
(L:2; 1,3); (4, 1, 1,1); (3, 1, 1, O). 
903. Adjoindre à la matrice 
1 1 12 1 


10 01 —2 
214—10 2 


deux autres lignes orthogonales entre elles et aux trois premières. 
904. Interpréter le système d'équations linéaires homogènes 


data À Quote | +. + Gintn = 0, 
Gal + Conte À... À Gontn = 0, 
Am1Ti + AmaLo —- re +- Emnln = 0 


et son système fondamental de solutions dans l’espace à # dimen- 
sions en estimant que les coefficients de chaque équation sont les 
coordonnées d'un vecteur. 


905. Trouver le système fondamental orthonormal de solutions 
pour le système d'équations: 


Z + 2Te — tx — x, = 0. 


906. Décomposer le vecteur À en une somme de deux vecteurs, 
dont l’un est situé dans l’espace engendré par les vecteurs 
À: A9, «1 Am ct l’autre est orthogonal à cet espace (projection 
orthogonale et composante orthogonale du vecteur X): 

a) ZX (5,2, —2, 2), A, == (2, 1,1, —1), 

As = (ls 1:09: 0): 
b) XX — (—3, 5, 9,5), A, ={(1,1,1,1), 
A6 =bt tt D: A4 = (2, —7, —1, —1). 
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907. Supposant l'indépendance linéaire des vecteurs À,, À, .. 

, Am donner les formules permettant de calculer les longueurs 
des ‘composantes du vecteur du problème n° 906, posé sous forme 
générale. | 

908. Démontrer que de tous les vecteurs d’un espace donné P, 
c'est la projection orthogonale du vecteur X sur l'espace P qui 
forme le plus petit -angle avec le vecteur donné À. 

909. Trouver le plus petit angle éntre les vecteurs de l'espace P, 
engrndré par les vecteurs À4,, ..., Am, et le vecteur X: 


a) X = (1,3, —1, 3), A, = (1, —1, 4, 1), 
A, = (5,1, —3, 3); 

b) X = (2,2, —1, 1), A, =, —1,1,1), 
Aa = (—1, 2, 3,1), A3 = (4, 0,5, 3). 


910. Trouver le plus petit angle formé par le vecteur (1, 1, 
,. 1) et les vecteurs d'un espace à m dimensions. 

RTE Démontrer que de tous les vecteurs X — Ÿ, où X est un 
vecteur donné et Ÿ parcourt l’espace donné P, le vecteur À — X, 
où X” est la projection orthogonale de X sur P, a la plus petite lon- 
gueur. (Cette plus petite longueur est appelée la distance du point X 
à l’espace P.) 

912, Déterminer la distance du point X à la variété linéaire 


AE bA th. Lt. 


a) X — (1,2, —1,1),, A0 — (0, —1, 1, 1), 
A, = (0, —3,—1,5), A, —(4, —1, —3, 3): 
b) X — (0, 0, 0, 0), Ao=(11,1,14, A4, = (1, 2, 8, 4). 


913. On considère un espace de polynômes dont les degrés ne 
sont pas supérieurs à nr. Le produit scalaire des polynômes f,, f, 
1 
est défini par À fi (x) fe (x) dx. Trouver la distance de l’origine 
t} 
des coordonnées à la variété linéaire forme par les polynômes 
A Haiti +... +a,. 
914. Indiquer un procédé pour déterminer la plus petite distan- 
ce entre les points de deux variétés linéaires Xo 7 P et Yo + Q. 
915. Les sommets d'un simplexe régulier à 7 dimensions 
(cf. problème n° 897), dont l’arête est de longueur unité, sont partagés 
en deux ensembles de m + 1 et n — m sommets. On fait passer 
par ces ensembles de sommets des variétés linéaires de dimension 
la plus petite. Déterminer la distance la plus courte entre les points 
de ces variétés et les points pour lesquels elle est réalisée. 
*916. Soit dans l’espace à quatre dimensions deux plans engen- 
drés par les vecteurs 4,, A, et B,, B,. Trouver le plus petit des angles 
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formés par les vecteurs du premier plan el les vecteurs du deuxième 
plan : 
a) A, :: (1, 0, 0, 0). A4, = (0, ©. 0, 0). = (1:11; 
Ds (2, 2,:9,2); 
b) À, = (1, 0, 0, 0), A; = (0. 1, 0, 0), B;, = (1, 1,1, 1), 
De ll 0: 


*917. Un cube à quatre dimensions esl coupé par un « plan » 
à trois dimensions passant par son centre et orthogonal à sa diago- 
nale. Déterminer là forme du corps obtenu à l'intersection. 

*918. Soit donné un système de vecteurs linéairement indépen- 
dants B,. B,, ..., B». L'ensemble des points représentant les 
extrémités des vecteurs Ë8B, + 8,B, +... + inbBm 0<t<& 
ZA, ..., 0 Ltr LA, est appelé le parallélépipède construit sur 
les vecteurs B:, B;,, ..., Bm. Déterminer par induction le volume 
du parallélépipède comme le volume de la « base » [B,, B,, ... 

ss Bm-1l multiplié par la « hauteur » égale à la distance de l'ex- 
trémité du vecteur B,, à l’espace engendré par la base. Le « volume » 
du « parallélépipède » à une dimension [B,] est supposé égal à la 
longueur du vecteur B.. 

a) Etablir la formule de calcul du carré du volume et s’assurer 
que le volume ne dépend pas de la numérotation des sommets. 

b) Démontrer que V [cB,, B,, ..., Bal == |c|-V[B,, B,, 

Dal: 

c) Démontrer que V [B° + B°, B,, .... Bml < VIB;, B,, ... 
ss Bml + VI(B;, B,, ..., Bnl et élncider les conditions pour 
lesquelles on a l'égalité. 

919. Démontrer que le volume d'un parallélépipède à nr dimen- 
sions dans l'espace à #7 dimensions est égal à la valeur absolue du 
déterminant formé à partir des coordonnées des vecteurs générateurs. 

*920. Soient C,, C», . .., Cm les projections orthogonales des 
vecteurs B,, B,, ..., Bn sur un certain espace. Démontrer que 


V [Eu Cas + Cl < VIB,, Ba . .., Bhl. 
*0921. Démontrer que 


V [A ,, À 9 ET As B;, . B}] < 
£ VIA... AmleVIBy .. … Bal 


{cf. problème n° 518). 
922, Démontrer que 


Fit, Ale la, 4... 14 


(cf. problème n° 519). 
923. Trouver le volume d’une sphère à n dimensions en utilisant 
le principe de Cavalieri. 
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924. Considérons un espace de polynômes de degrés non supé- 
1 

rieurs à n. Par produit scalaire on entend | Î, (x) f, (x) dr. Trouver 
Û 


le volume du parallélépipède formé par les vecteurs de la hase par 
rapport à laquelle les coefficients du polynôme représentent ses 
coordonnées. 


S 3. Valeurs caractéristiques 
et vecteurs propres d’une matrice 


925. Trouver les valeurs caractéristiques et les vecteurs propres 
des matrices : 


2 1 3 4 0 a 
) ( gE (à 4. 15 à] 


1 1 1 1 
1j 1 —1 —1 de. 
DU 4 y |; e) | —1 0 1): 
Ê 1 2370 À ee 
DT 2 001 O0 21 
f) D) 9 |: g) [0101}; h)f —2 03]; 
= 0) 100 1. 30 
3 A1 0: 2 5 —6 
i | —4 —1 2! j) 146 —9 
fe 22 3 6 —8 


926. Les valeurs caractéristiques de la matrice À étant connues, 
trouver les valeurs caractéristiques de la matrice À”. 

927. Les valeurs caractéristiques de la matrice À étant connues, 
trouver les valeurs caractéristiques de la matrice À*. 

928. Les valeurs caractéristiques de la matrice À étant connues, 
trouver les valeurs caractéristiques de la matrice A”. 

929. Le polynôme caractéristique F' (À) de la matrice À (d’or- 
dre 7) étant connu, trouver le déterminant de la matrice ÿ (A), où 
Î (x) — ba (x — 61) (x — E2) . . . (T — Em). | 

930. Les valeurs caractéristiques de la matrice À étant connues, 
trouver le déterminant de la matrice ÿ (A), où f (x) est un poly- 
rnôme. 

931. Les valeurs caractéristiques de la matrice À étant connues, 
trouver les valeurs caractéristiques de la matrice f (4). 

932. Démontrer que tous les vecteurs propres de la matrice À 
sont les vecteurs propres de la matrice f (4). 
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*033. Trouver les valeurs caractéristiques de la matrice 


| 1 os CT 
4 € e? gn— | 
| £2 gt g2(n— 1) : 


1, eneT ges MD 
OÙ E — COS Æ +isn À , nest un nombre impair. 
*934. Trouver la somme 
fbetet+t,.,.<+egetr-1), 
935. Trouver les valeurs caractéristiques des matrices : 


O0 xx...x 


y A2... Un 
y Ox...x D 
a) LyyO...xl]; b) D à 
a Go A3... 0) 
O 1 
— 1 0 1 
—1 0 
C) 
0 1 
—1 0 


*036. Les valeurs caractéristiques des matrices 4 et B étant 
connues, trouver les valeurs caractéristiques de leur produit kro- 
neckérien. 

937. Démontrer que les polynômes caractéristiques des matrices 
AB et BA coïncident pour n'importe quelles matrices carrées À 
et B. 

938. Démontrer que les polynômes caractéristiques des matrices 
AB et BA ne diffèrent que par le facteur (—2A)7-7. Ici À est une 
matrice rectangulaire à m lignes et nr colonnes et la matrice B est 
formée de nr lignes et m colonnes, nr > m. 


$ 4. Formes quadratiques et matrices symétriques 


939. Réduire les formes quadratiques 


a) af + 2er, + 22e + Amors + 525; 
b) 2? — Amirs + Daits + Ari + 2; 
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C) Lite + Lots + Tati: 
d) ri — 2tite + 22its — 2er + 25 + 
; + lots — Axe, + 2ù — 2x; 
€) T° + Lilo LT 
à une somme de carrés. 
940. Réduire la forme quadratique 


LA 
D rtt D aitu 
i=1 LR 
à la forme diagonale. 
941. Réduire la forme quadratique 
DEA 
CR 
à la forme diagonale. 
942. Démontrer que tous les mineurs principaux d'une forme 
quadratique positive sont positifs. 
*943. Supposons que la forme quadratique 
Î = Quti + Giatite + 0. + dintitn + 


+ Goilotr À Aoots + 4 + Gontetn + 


+ Ananas + Anolnto + ce + Ant 


peut être réduite à la forme diagonale a,x° + ax + 
+ œ,%n par la transformation « triangulaire » 


L, = XL + bioto +... + bat 
/ 

XL, = Le To. . À Vent 
Frs %. æ %. ® , e C] » . LI LL L} » s 
Tn —= Ln: 


On demande : | 

a) d'exprimer les coëéfficients @,, œ:, . . ., à, par les coeffi- 
clents G;r; 

b) d'exprimer les discriminants des formes fx (Œri4, . . ., æ,) — 
= f — Qt — ... — atx par les coefficients aix. 

Trouver la condition pour laquelle la transformation triangu- 
laire de la forme indiquée est possible. 

944. Démontrer que la condition nécessaire et suffisante pour 
que la forme quadratique 


Î = Qui + Giotite + 2. + Gintitn + 
+ Antots + Goote + ee + Gontatn + 


+ Anrlnly + Analnle FT ee + AnnTn 


126 


soit positive est que les inégalités 
Ai yo +. Ain 


| Us: 9 .... on 
0.2: à > 0 


e 2 


1 12 
ay >>0; 


Uri pe 
An no . . - nn 


soient vérifiées (conditions de Sylvester). 


*945, Démontrer que si on ajoute à une forme quadratique 
positive le carré d’une forme linéaire, son discriminant augmente. 


*946. Soit f(z; Tor à + Tn) — AyyTi + . .. une forme qua- 

dratique positive, 
P (tos . .  Tn) = f (0, za, . . ., æ) 
D; et D, leurs discriminants. Démontrer que 
D} << aniDo: 

947. Soit 

fes, 2... , An) = EH EX HR ipa—lppe— se — to 
OÙ Lys dos + ps Êpays Êpras - - > lp+4 Sont des formes linéaires 
réelles de x,, zs, . . ., æ,. Démontre: que dans la représentation 


canonique de la forme f le nombre de carrés positifs et le nombre 

de carrés négatifs ne sont pas supérieurs respectivement à p et q. 

+948. Soient sy, 1: . . . des sommes des puissances des racines 

de l'équation x" + ax + ,,. + a, — 0 à: coefficients réels. 

Démontrer que le nombre de carrés négatifs dans la représentation 
ñn 


canonique de la forme quadratique D, sisrsotitn est égal au 


| t,h= 
nombre de couples de racines complexes conjuguées de l'équation 
donnée. 
Démontrer les théorèmes: 
949. Pour que toutes les racines d'une équation à coefficients 
récls soient réelles et distinctes, il faut et il suffit que les inégalités 


So S{ eu. Sn-1 


5, So 4 &| ; 
{ 1 | S >. « Sn 
> 0; si SSL 0::..5 At "+ > 0 
S: So . . s . e " e 
iS2 S3 54 


:Sn-1 Sn +. + S2n—2 
soient vérifiées. 
*950. Si les formes quadratiques 
Sue 2 
Î = Guali + yat + ee À Gintatn + 
3 
+ dalali À Maelo À 2e + Gonloln + 


+ Anilnl + Enelnloe FF ee + Anntn 
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el 


p = dati + bigtite +. + io id 
5 Dates ie b P ! . -|- Pantetn + 


+ Du. F bn, Lo “ re Le byntn 
sont non négatives, la forme 


(f, q) — anbuti + Giobyolita +... + ms + 
+ Goidartatr + A22099t2 + . à à + San Dantaën ii 


LL . D 


. an1dm Ent + ansbn®s To + + AnnOnnEn 

est non négative. 

951. Réduire à la forme canonique par une transformation 
orthogonale lies formes quadratiques: 

a) 2e? Xi — ALL o — AtoT 3 ; 

b) 2i + 275 + 3x5 — 4riro — AXots ; 

c) 37? + 4x? LH Arte — Arts : 

d) 22° + 5x5 + 5aÿ + 4xite — Axis — Bot ; 

e) 2% — 225 — 225 — 4tyto + AtyTs + BToTs ; 

f) ox + 615 LA4rî— Arr, — Arirs; 

g) 3x -+ Or Brf — Ar To — DT yT3 — Aro 3 ; 

h) 7x? +.52 325 — 8xito + Btots ; 

j) 27? + 225 ++ 225 + 225 — Aire + 22 a + Lots — tas ; 

j) 2tite + 2T3ta ; 

k) ai tas tas + as rite — 2rits — 2rors + 2tats; 

1) 2Tito + 27 it 3 — 2TiTa — tot z + Aloe + 2TaT a; 

mm) 2 Has Hat tr — 2rito tt OriTz — AL da — tot 3 + OLoTa — tata; 

N) STiTs + 2TiTa + 2Tot a + OTota. 


- 952. Réduire à la forme canonique par une transformation orthogo- 
nale les formes quadratiques : 


a) ÿ ai + 2 TiTh b) 2 Tin. 


i—1 


953. Réduire à la forme canonique par une transformation 
orthogonale la forme tits + Lola +... + Lil. 

954. Démontrer que si toutes les valeurs caractéristiques de la 
matrice symétrique réelle À sont comprises dans le segment [a, b], 
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la forme quadratique de matrice À — ÀE est négative pour À > b 
et positive pour À << a. La réciproque est également vraie. 

955. Démontrer que si toutes les valeurs caractéristiques de la 
matrice symétrique réelle À sont comprises dans le segment [a, cl] 
et toutes les valeurs caractéristiques de la matrice symétrique réelle 
B dans le segment [b, d], toutes les valeurs caractéristiques de la 
matrice À + B sont comprises dans le segment [a + b, c + dl. 

956. Nous appellerons norme de la matrice À et nous la noterons 
|| À || la valeur arithmétique de la racine carrée de la plus grande 
valeur caractéristique de la matrice AA (A est une matrice carrée 


réelle et À sa transposée). 
Démontrer que: 


a) || A = [TA TI: 

b) | AX |< 11 À ||-] À |, l'égalité a alors lieu pour un certain 
vecteur À; 

c) H4A+BI<THAÏT+EHNEST: 

d) AB < IA IE TT 

e) les modules de toutes les valeurs caractéristiques de la ma- 
trice À ne sont pas supérieurs à || À ||. 


957. Démontrer que toute matrice non singulière réelle peut 
être représentée sous forme du produit d'une matrice orthogonale 
et d’une matrice triangulaire de la forme 


bu bio ... On 
bo ... bon 
Onn 


à éléments diagonaux b;; positifs et que cette représentation est 
unique. 

958. Démontrer que toute matrice non singulière réelle peut 
être représentée sous la forme du produit d’une matrice orthogonale 
et d’une matrice symétrique associée à une certaine forme quadra- 
tique positive. 

959. Soit dans l’espace à nr dimensions une surface du second 
degré donnée par l'équation, 


8 
Quati  Myatile + ee À Gindiln + 
+ Gonlotr + Gpoete + ee à + Gontoln + 
+ AnitnTi na Anolnla F - na AnnTn + 
+ 2b,x, + 2b,r + + 2b,x, + c — 0, 
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ou encore AX :X + 2B-X + c — 6. Démontrer que pour l'existence 
du centre de la surface, il faut et il suffit que le rang de la matrice À 
soit égal au rang de la matrice (4, B). 

. 960. Démontrer que l'équation d’une surface centrale du second 
degré peut être réduite, par une translation de l’origine et une trans- 
formation orthogonale, à la forme canonique 


Qt? +... + axr + y = 0. 
961. Démontrer que l'équation d’une surface non centrale du 


second degré peut être réduite, par une translation de l'origine et 
une transformation orthogonale, à la forme canonique 


GT + .. + GrT? == 2Tryt, 


$ 5. Applications linéaires. Forme canonique de Jordan 


962. Etablir que la dimension du sous-espace, image de tout 
l'espace par application linéaire, est égale au rang de la matrice 
de cette application. 

963. Soit © un sous-espace de dimension gqg de l’espace R de 
dimension # et soit Q” l’image de Q par une application linéaire 
de rang r de l’espace R. Démontrer que la dimension g’ de l’espace 
Q" vérifie les inégalités: 

g+r—-n<g << min(g,r) 

964. Utilisant le résultat du problème n°963, établir que le rang o 

du produit de deux matrices de rangs r, et r, vérifie les inégalités : 


NF -n<E< min (Ps Po). 


*965. Soient P et Q des sous-espaces de l’espace R réciproquement 
complémentaires. Dans ce cas tout vecteur X € R se décompose de 
façon unique en une somme des vecteurs Ÿ € P et Z € Q. La trans- 
formation qui est le passage du vecteur À à sa composante Ÿ est 
appelée projection sur P parallèlement à Q. Démontrer que la pro- 
jection est une application linéaire et que -sa matrice À (quelle 
que soit la base) vérifie la condition À? — À. Inversement, chaque 
application linéaire, dont la matrice vérifie la condition 4? = À, 
est une projection. 

*966. Une projection est dite orthogonale si P 1 Q. Démontrer 
que quelle que soit la base orthonormale choisie, la matrice de 
projection orthogonale est symétrique. Inversement, chaque matrice 
symétrique dont Îles puissances coïncident est une matrice de pro- 
jection orthogonale. 

*967. Démontrer que toutes les valeurs caractéristiques non 
nulles d’une matrice antisymétrique sont purement imaginaires et 
que les parties réelle et imaginaire des vecteurs propres correspon- 
dants sont égales en longueur et orthogonales. 

*968. Démontrer que pour une matrice antisymétrique À on 
peut trouver une matrice orthogonale P telle que 
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{1 Go 


P-14P — 


(tous les éléments omis sont égaux à zéro; ay, dy, . .., @x Sont 
des nombres réels). | 

969. Démontrer le théorème suivant : si À est une matrice anti- 
symétrique, la matrice (£ — A)(E + A)-l est une matrice ortho- 
gonale n'ayant pas de valeur caractéristique égale à —1. Inver- 
sement, chaque matrice orthogonale n'ayant pas de valeur caracté- 
ristique égale à —1 peut être représentée sous cette forme. 

*970. Démontrer que les modules de toutes les valeurs caracté- 
ristiques d'une matrice orthogonale sont égaux à 1. 

#*971. Démontrer que les vecteurs propres d’une matrice orthogo- 
nale associés à une valeur caractéristique complexe sont de la forme 
X + iY, où X, Ÿ sont des vecteurs réels égaux en longueur et ortho- 
gonaux. 

*972, Démontrer que chaque matrice orthogonale peut être 
représentée sous [la forme: 


QT TO, 
où Q est une matrice orthogonale et T est de la forme 
Cos Pi — Sin \ 
sin 4 COS 4 
COS Pr — Sin Yo 
Sin 2 COS Po 


\ 44 
(tous les éléments omis sont égaux à zéro). 
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973. Réduire à la forme normale de 


| { à 0 4 60 
1 0 2 o b) {-: — d o 
—2 —2 —1 —3 —6 1 
43 16 16 3 0 8 
c) (5 — 7 6): d) 3 —1 s) 
—6 —8 —7 —2 0 —5 
— 4 2 10: 7 —12 —2 
€) (-: 3 7): f) 3 —4 0) 
—3 1 7 — 2 O0 —2 
— 2 8 6\ 0 9 3 
g) (=: 10 s}: h} [-: 8 1 
4 —8 —4 2 —14 —10 
— 1 1 30 —14 
) (-: 21 o): ÿ - 19 | 
6 — 26 —21 —6 — 23 11 
Ru 5 RE 
—1 —1 1 —4 —10 3 
9 22 —6 1 —1 2 
m) (-: — 4 il n) ( — 3 
8 16 —9 2 —2 4 
1 1 —1 
0) [-: — 3 1 
— 2 —à 2 


Jordan les matrices 


974. Réduire à la forme normale de Jordan les matrices 


4 60 
a 00 
a) 7 4 21 Ph 
fn 26 0 
010.0 
001.0 
c) 2. 
000.1 
100...0 


1234 
0123 
0042 
0001 


*975. Démontrer que toute matrice périodique À (vérifiant la 
condition A’ — £ pour un nombre naturel m quelconque) peut 
être réduite à la forme canonique diagonale. 

*076. Connaissant les valeurs caractéristiques de la matrice À, 
trouver les valeurs caractéristiques de la matrice A, formée des 
mineurs d'ordre m de la matrice À disposés convenablement 
(cf. problème n° 931). 

977. Démontrer que toute matrice À peut être transformée en sa 
transposée. 

*078. Démontrer que toute matrice peut être représentée sous 
la forme du produit de deux matrices symétriques, dont l’une est 
non singulière. 

979. Etant donnée une matrice À d'ordre n, construisons une 
suite de matrices par le procédé suivant : 


A;— À; TrAi=p;; A—p£=B, 
{ 

B;A = À; ; z [rA2=p:; A3 — P2E = B:, 

BA= Ass  ZTrAs=p; A5 pE—B, 


0 0 0 0 0 + + 


où Tr À; est la trace de la matrice À; (la Somme des éléments diago- 
naux). Démontrer que p,; Pa, . . ., p, sont les coefficients du poly- 
nôme caractéristique de la matrice À écrit sous la forme (—1)" [A" — 
— part — pt . ,. — p,l; la matrice B, est une matrice 
nulle ; enfin, si À est non singulière, on a 


1 = 
7 Bn-1 A 1, 
*980. Pour que l'équation XY — Y X — C soit résoluble en 


matrices carrées X, Ÿ, il faut et il suffit que la trace de la matrice C 
soit nulle. Démontrer. 


PARTIE II 
INDICATIONS 


Chapitre premier 
NOMBRES COMPLEXES 


11. Cf. problème n° 10. 

13. Montrer que le théorème est vrai pour chacune des quatre opérations 
effectuées sur deux nombres et utiliser le principe de récurrence. 

18. Utiliser le fait qu’il est facile de représenter les premiers membres sous 
forme de somme de deux carrés. 

27. Poser x — a + bi, y — c+di. 

28. Poser z — cos @ + i sin q. 

31. Poser z — #? ; z° — +2, Recourir au problème n° 27. 

37. Passer à la forme trigonométrique. 

38. 1 + o— —o?. 

40. Passer au demi-angle. 


41. S'assurer que z— cos 0 + i sin 6 ; —-— cos 0 + isin0. Utiliser la for- 


mule de Moivie. 


d —1 2m : e : 
2) et ainsi de suite. 


52. Montrer que le coefficient de (2 cos r)m-?P est égal à (—1)P (C7, + 
+ C1). Utiliser le principe de récurrence. 

53. Le problème est analogue au précédent. 

54, Utiliser le développement, suivant la formule du binôme de Newton, 
de {4 + i)n. 

55. Recourir au problème précédent. 


51. Poser a — cos x-+ i sin x. Alors cos2m x — 


1+i Ve 


56. Développer, suivant la formule du binôme de Newton, ( 
68. Montrer que le problème se ramène au calcul de la limite de la 


somme 1+aHa2+..., où a= tt, 
69. Utiliser le fait que sin? as, 
71. Utiliser le fait que 
COS 34 , 3Co8 gsinaæ sin 3x 
COS & — : sinÿ a — — 


4 4 à & 

72. Pour calculer les sommes de la forme À + 2a + 3a24 ,.. + nat 
et 1 + a + Bat + ,,., + n'an-t il est utile de les multiplier au préalable 
par { — a. 

76.m—a+$; z— ao + fo; z3= aù + fo; O9 + B5— —9, 
3af = —p. 
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77. Multiplier par —27 et considérer le premier membre comme le discri- 
minant d’une équation du troisième degré. 

78. Poser zx = & + f. 

87. Montrer que ef == —1. 


21 , . . 2f 2 ne 
88. Si e=Ccos—+isin—, la somme cherchée peut s’écrire sous la 


forme 1+e+e+.,,.+en-1l, 

89. Considérer deux cas : 1) k est divisible par »; 

2) k n’est pas divisible par ». 

91, 92. Multiplier par 1 — &. : 

94. a) De la somme de toutes les racines d'ordre 15 de l’unité retrancher la 
somme des racines appartenant aux exposants 1, 3 et 5. 


97. La longueur du côté d'un polygone régulier à 14 côtés de rayon 1 est égale 
à 2 sin L Utiliser le fait que l'équation 29 + 2 «+ 24 +. 29 + 22 4 x +1 — 


An 4 . + AT 
— 0 est vérifiée par cos —— + i sin —. 


7 7 
98. 1) Si z1, 2 ,..., æ, sont les racines de l'équation açzn +. aizn-t + 
+... +a, = 0, alors az + aan tt, ,. Ha, = a (zx — mm) ... (x — 


— Zn). 

2) Si € est une racine n°% de l'unité, #, nombre complexe conjugué de &, 
est aussi une racine n#°"° de l'unité. 
99. Poser, dans les identités obtenues dans le résultat du problème n° 98, 
T1. 

100. Utiliser la décomposition de x" — 1 en facteurs du premier degré. 

101. Poser pour la décomposition de x — 1 en facteurs linéaires : 1) x — 
— cos 0 + i sin 0; 2) x — cos 8 — i sin 0. 

103. Prendre en considération le fait que les modules de nombres complexes 
conjugués sont égaux. 


e a z+1\m 
105. a) Ramener l’équation à la forme (5) =: 1, 
107. Soit 
= cos p + CE cos (p + a)x + ... + cos (p + na) zn, 
T — sin q + Ci sin (q + &) x + ... + sin (® + na) rn. 
Calculer S + Ti et S — Ti et déterminer S des égalités obtenues. 

113. Démontrer au préalable que œ (p%) — p* (1— =) si p est un nombre 
premier. À cette fin calculer la quantité de nombres non supérieurs à p® et divi- 
sibles par p. - 

116. Démontrer que toutes les racines de x — 1 et seulement elles ne 


sont pas des racines primitives de a — 1. 
117. Démontrer que si n est impair, il suffit de multiplier toutes les racines 


primitives d'ordre r par —1 pour obtenir toutes les racines primitives d'ordre 
2n de l'unité. 


119. Utiliser le problème n° 118. 
120. Utiliser les problèmes n°$ 115, 116, 111 et montrer que 1) u (p) = —1 


si pest un nombre premier; 2) u (p*) — 0 si p est un nombre premier, & > 1; 
3} (ab) — u (a)-u.(b) si a et b sont premiers entre eux. 


; kT . 2kT , ee 
122. Montrer que si £y, — Cos = + i Sin —— appartient à l'exposant ru, 
alors x — €, entre dans le second membre de l'égalité à démontrer avec la puis- 


‘ Te n 
sance Ju (d1}, où d, parcourt tous les diviseurs de TE 
1 
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123. Considérer les cas suivants : {) n est la pusissance d’un nombre premier ; 
2) nest le produit des puissances de nombres premiers distincts. Pour Île cas 
1) utiliser le problème n° 116, pour 2) les problèmes n°$ 119 et 122. 

124. Considérer les cas suivants: 1) » est impair, plus grand que 1 ; 2) r — 
= 2h; 3) n — 27, mn est impair, plus grand que 1; 4) nr — 2k.n, où k > 1. 
#1 est impair. plus grand que 1. 

125. Utiliser l’identité 


Tata -t LiX3 +... + Tn-itn — 
_ (astro +...Lan)?—(at ++. .+:}) 
2 
Considérer les cas suivants: {) n est impair ; 2) nr — 24, n, est impair; 3) n — 


—= 2kn,.où k >> 1, n1 est impair. .. 
126. Multiplier la somme S par sa somme conjuguée et prendre en considé- 


ration que e*° n’est pas modifiée quand on remplace x parz + n. 


LO 


Chapitre 2 
CALCUL DES DÉTERMINANTS 


132. Prendre en considération que chaque couple d'éléments d'une permu- 
tation forme une inversion. 

133. Le nombre d’inversions dans la deuxième permutation est égale au 
nombre d'ordres dans la première. 

145. Montrer que chaque terme contient le facteur 0. 

149, 150. Remplacer les lignes par les colonnes. 

155. Elucider comment sera modifié le déterminant si on intervertit ses 
colonnes d’une manière quelconque. 

154. a) Prendre en considération que pour x — a;, le déterminant possède 
deux lignes identiques. 

155. A la dernière colonne ajouter la première multipliée par 100 et la deu- 
xième multipliée par 10. 

156. Retrancher d’abord de chaque colonne la première. 

163. De la deuxième colonne retrancher la première. 

179. Ajouter la première ligne à toutes les autres. 

180-182. Retrancher la première ligne de toutes les autres, 

183. Retrancher la deuxième ligne de toutes les autres. 

184. Ajouter la première ligne à la deuxième. 

185. Ajouter toutes les colonnes à la première. 

186, 187. Ketrancher de la première colonne la deuxième, ajouter la troi- 
sième et ainsi de suite. 

188. Développer suivant les éléments de la première colonne ou ajouter à 
la dernière ligne la première multipliée par 7, la deuxième multipliée par 7-1 
et ainsi de suite. 

189. Ajouter à la dernière colonne la première multipliée par z"-1, la deu- 
sième multipliée par r7-2 et ainsi de suite. 

190. l'ormer le déterminant égal à f (x +- 1} — f (x). Dans le déterminant 
ainsi obtenu retrancher de la dernière colonne la première, la deuxième mul- 
tipliée par x, la troisième multipliée par x? et ainsi de suite. 

191. Multiplier la dernière colonne par &, @&, . .., a, et la retrancher res- 


pectivement de la 476, 2906, ,,,, r°M€ colonne. 

192. Ajouter toutes les colonnes à la première. 

19%. Ajouter toutes les colonnes à la dernière. 

195. Mettre a, en facteur commun de la première colonne, #2 de la deuxième 
et ainsi de suite. Ajouter à la dernière colonne toutes les précédentes. 

196. Mettre k en facteur commun de la première colonne; ajouter la pre- 
mière colonne à la deuxième. | 

197. Multiplier la première ligne et la première colonne par z. 

198. De chaque ligne retrancher la première multipliée successivement par 
&4, @&, ..., 4,. De chaque colonne retrancher la première multipliée successi- 
vement par &, 9, . . ., An: 

199. Ajouter toutes les colonnes à la première. 

200. Ajouter à la première colonne toutes les autres. 


201. De chaque colonne, en commençant par la dernière, retrancher la co- 
lonne précédente multipliée par a. 

202. De chaque ligne, en commençant par la dernière, retrancher la précé- 
dente. Ajouter ensuite à chaque colonne la première. 

203. Multiplier la première ligne par b,, la deuxième par b, et ainsi de suite. 
Ajouter à la première ligne toutes les autres. 

. 204. Sortir a de la première ligne et retrancher de la deuxième ligne la pre- 
mière. 

205. Développer suivant les éléments de la première ligne. 

206. Représenter sous forme de somme de deux déterminants. 

208. A chaque élément en dehors de la diagonale principale ajouter 0 et 
représenter le déterminant sous forme de somme de 2% déterminants. Utiliser le 
problème n° 206 ou n°0 207. 

à 211. Multiplier la première colonne par r*-1, la deuxième par x? et ainsi 
e suite. 

212. Développer suivant les éléments de la dernière colonne et montrer que 
4, — tnAn1 + antito . . . tn 1 (A, signifie le déterminant d'ordre n). Pour 
calculer le déterminant, utiliser le principe de récurrence. 

213. Développer suivant les éléments de la dernière colonne et montrer que 
An+1— TnÂn + AnÿiY2 : - + Une 

214. Sortir & de la deuxième colonne, «2 de la troisième, . .., a, de la 
(n + 1)°%€, Changer le signe de la première colonne et ajouter toutes Les colonnes 
a la première. 

215. Développer suivant les éléments de la première ligne. 

216. Développer suivant les éléments de la première ligne et montrer que 
An = @@2 ... An-1 — On1. 

219. Utiliser le résultat du problème n0 217. 

221. Développer suivant les éléments de la première ligne et montrer que 
An = Any — Age. 

222. Retrancher de la dernière ligne l’avant-dernière multipliée par 


_%®_, Montrer que 
Yn-1 ” 
y 
An = 2 (£nYn-1—Tn-19n) An-1. 
Yn-1 


223. Représenter sous forme de somme de deux déterminants et montrer que 
An = anAn-1 + 4102... An1. 
225. Représenter sous forme de somme de deux déterminants et montrer tjue 
An =(an— x) An-1+2 (a—2) .. (an-1—2). À 


226. Posant 2h —(2n—4n)+en, représenter le déterminant sous forme de 
somme de deux déterminants et montrer que 


An (tn —0n) An-1 Fan (t1— 41) (t2— 02) ... (En-1—@n-1). 
227. Représenter sous forme de somme de deux déterminants et montrer que 
An =(£n—@ndn) An-1+ anbn (t1— 031) ... (En-1—4n-1bn-1). 
228. Représenter sous forme de somme de deux déterminants et montrer que 
An=—mMmAp it (— 11m ir, 
230. Développer suivant les éléments de la première ligne et montrer que 


Agn == (ai — b2}Aon-2. 
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231. Retrancher de chaque ligne la précédente et ajouter à la deuxième 
ligne toutes les suivantes. Ensuite, développant le déterminant suivant les élé- 
ments de la dernière ligne, montrer que 


An = (a+ (n—1)b] Anu+a(a+ b) .., [a+ (n — 2) b]. 


232. Représenter sous forme de somme de deux déterminants et montrer que 
n — 1 


An—=xz{(z— 24h) An-1+a$an-i I (x —2a;). 
1= 1 


233. Posant (x —an)2= x (x—2an)+ af, représenter le déterminant sous 
forme de somme de deux déterminants et montrer que 


An=2(z—2an) An1—+ han l (x — 204) .,, (2 — 2an_1). 


234. Représenter sous forme de somme de deux déterminants et démontrer 
que 


An =An-1+(—1)bibo  . bn: 


235. Représenter le dernier élément de la dernière ligne sous la forme a, — 
— 4. Démontrer que 


An — (— 1-1, be .… bn-1n _ an n-1. 


236... De chaque ligne retrancher la suivante. 

237. Poser dans l’angle supérieur gauche 1 — x + (1 — x). Représenter le 
déterminant sous forme de somme de deux déterminants. Utiliser le résultat du 
problème n° 236. 

238. Multiplier la deuxième ligne par 2-1, la troisième par z7%?, ... 
la n°7 par x. Sortir x de la première colonne, z*-1 de la deuxième, 

x de la n°me. 

239. Utiliser l'indication du problème précédent. 

240. De chaque colonne, en commençant par la dernière, retrancher la pré- 
cédente. Ensuite, de chaque ligne retrancher la précédente. Démontrer que A, — 


— A1. Au cours du calcul prendre en considération que C? — C?. + pi 
241. De chaque colonne retrancher la précédente. 
242. De chaque ligne retrancher la précédente. Démontrer que A,, — 
— An-1: 


243, Sortir m de la 4° ligne, m=} 1 de la deuxième, ..., m—+ n de la 
dernière. Sortir - de la 1°'"® colonne, = de la 2ÊME et ainsi. de suite, Répéter 


cette operation jusqu'à ce que tous les éléments de la première colonne devien- 
nent égaux à 1. 

244. Retrancher de chaque colonne la précédente. Dans le déterminant ob- 
tenu retrañcher de chaque colonne la précédente, conservant intactes les deux 
premières. Retrancher à nouveau de chaque colonne la précédente, conservant 
intactes les trois premières et ainsi de suite. Après m operations de ce genre on 
obtiendra un déterminant dont tous les éléments de la dernière colonne sont égaux 
À 4. Le calcul de ce déterminant ne présente pas de difficultés particulières. 

245. De chaque ligne retrancher la précédente et montrer que 


Anti (@ — 1) 4. 
246. De chaque ligne retrancher la précédente et montrer que 
Anti = (n — 1) {x —1)A. 


247. De chaque ligne retrancher la précédente, le chaque colonne retrancher 
la précédente. Démontrer que A, = «A, 1. 
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248. Représenter le dernier élément de la dernière ligne sous la forme z + 
+ (zx — z). Représenter le déterminant sous forme de somme de deux détermi- 
nants. Utiliser le fait que le déterminant est symétrique par rapport à y et z. 
249. Cf. l'indication du problème n° 248. 


252. De chaque ligne retrancher la première multipliée par £ . Dans le dé- 


terminant obtenu sortir re de la première colonne et de la première colonne 
retrancher toutes les autres. 

253. Ajouter toutes les colonnes à la première et de chaque ligne retrancher 
la précédente. Cf. le problème n° 199. 

254. Utiliser l'indication du probleme précédent. 

256. Considérer le déterminant comme un polynôme du quatrième degré 
en a. Montrer que le polynôme recherché est divisible par les polynômes suivants 
du 1er degré par rapport à a: 


a+b+tcec+d;,a+b—-c—-d;a—-b+e—-d; a—b—c+ d. 


258. Ajoutant toutes les colonnes à la première, dégager le facteur z + 
+ & + ... + an. Posant ensuite = &,, 42, . . ., a,, s'assurer que le déter- 
minant est divisible par x — «, x — as, ..., r — a. 

259. Le déterminant de Vandermonde. 

264. Développer suivant les éléments de la première colonne. 

265. Hétranchor de la deuxième ligne la première. Dans le déterminant ob- 
tenu retrancher de la troisième ligne la deuxième et ainsi de suite. 


269. Sortir FL de la troisième ligne, = de la quatrième et ainsi de suite. 


270. Utiliser le résultat du problème n° 269. 
271. De la deuxième colonne sortir 2, de la troisième 3 et ainsi de suite. 


Pour calculer [I (i® — k?) il est utile de le représenter sous la forme 
nZzi>R>z1 
IT (3 — ke?) = IL (i — 4) I (Gi + k). 


272. Sortir - 73 j de la première colonne; 
es 


Lo 
Ta — 4 


de la deuxième et ainsi 


de suite. 
273. Sortir a? de la première ligne, «7 de la deuxième et ainsi de suite. 
275. Ajouter à la première colonne la deuxième multipliée par C1, la troi- 
sième multipliée par C3, et ainsi de suite. 
276. Utiliser le résultat du problème n° 51. 
277. Recourir au problème n° 53. 
278. Adjoindre la ligne 1Â, z:, æ2, . . ., x, et la colonne 1, O, 1, ..., 0. 
279. Considérer le déterminant 


af 2 am 


Comparer le développement de D suivant les éléments de la dernière colonne 
LC 
avec l'expression D — [] (Zy — 23): [I (z — z;). 
n>i>h>1 î= 
280. Utiliser l'indication du problème précédent. 
282. Adjoindre une première ligne 1, 0, ..., O0 et une première colonne 
1,1,1,..., 4. Retrancher la premiére colonne de toutes les suivantes. 
285. Développer suivant les éléments de la dernière ligne. 
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286. Retrancher de chaque colonne, en commençant par la dernière, la pré- 
cedente multipliée par x. Ensuite, après avoir abaïissé l’ordre du déterminant 
et sorti les facteurs évidents, transformer Les premières lignes (dépendant de x), 
en utilisant la relation 


(m + 1) me sms 4 ET) ms it... +1. 


287. Retrancher de chaque colonne, à commencer par la dernière, la précé- 
dente multipliée par z. 

288. m) Ajouter à la première colonne la sixième et la onzième, à la deuxiè- 
me colonne la septième et la douzième, . . ., à la cinquième colonne la dixième 
et la quinzième. Ajouter à la sixième colonne la onzième, à la septième colonne 
la douzième, . .., à la dixième colonne la quinzième. 

Retrancher de la quinzième ligne la dixième, de la quatorzième ligne la neu- 
vième, ..., de la sixième ligne la première. 

293, Considérer 


1. Chap, Cha 350% Don LD son 
1 Char Chaf ... af | | b6 ? b71... bn 
l' «Ca, C4 xs. a 1 { 1 


294, Considérer 


: cos 
| sinœs cosas 0 ...0 G1 COS &2 COS An 
‘ Sin sin © sin & 
sinGo CosS% 0 ...0 à 2 ; n 
| * . . . . . . . . | 
|sina, cos an 0 ...0 0 0 à | 
293. Considérer 
x 7-1 
Î { { | 1 T1 0 
n—1 
Ty y La: “Æ L 2... 0 
, [2 n=1 
‘1 D ñn 0 0 0 1 | 


296. Elever au carré. 
297, Retrancher de la troisième colonne la première, de la quatrième la 
deuxième. Ensuite multiplier par 


COS @ — Sin () 0 
sinq COS 0 $) 
0 () cos 2p —sin 2@ 
0 0 sin 2p COS 2P 


298. Retranchcr de la deuxième colonne n# fois la première, de la qua- 
trième n fois la deuxième. iIntervertir la deuxième et la troisième colonne. 
Multiplicr par 


COS np —— Sin 2 0 0 
sinn® COS AP 0 () 
Ô 0 cos(n+i)ge —sin(n+1)p 
| 0 O0  sin(n+1) cos (n + 1) «f 
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299. Elever au carré. Transformer comme un déterminant de Vandermonde 
et ramener chaque différence au sinus d'un certain angle. On déterminera 
ainsi le signe. 

300. Etudier le produit : 


(2 di A An-1 4 1 PRE 
An-1 40 1 an-2 || 1 € En—1 

? 
a A2 43 ap 1 ef En-i 


: 2H , . . 
où ER — COS ——— + À sin 


ie RL 
308. Considérer £,— cos  tTisin—. Dans ce cas 


7— 1 ñn 


_ Een) 2r(j-1) 
BIT (DE 6-0) 
kR=0 j=t 
311. Utiliser le problème n° 92. 
an—1 
314. [[ (aoHaren+a8i +... Ham re) 
k=—0 
n— 1 


= [I [(ao + an) + (ai Han:s) Gp + RE + (an-1 + Gon-1) ani] x 
r—0 


n— 1 
X [| [ao an) +(t1—an4t) Bs +... +(an-1— aon-1) BEA, 
s—0 
où 
2rx 


kT _.. AT 2r3t , 
Ep —COS ——LiSIN—: Gr—=COS —— + isin — : 
k n + n , T n + n + 


pen co CODE Léon HD 


323. De chaque ligne retrancher la première, de chaque colonne retrancher 
la première. 

325. Utiliser le problème n° 217. 

327. Représenter sous forme de somme de déterminants ou poser x — 0 dans 
le déterminant et ses dérivées. | 

328. 1) De la (2n — 1)°%* ligne retrancher la (2r — 2)%%, de la (2n — 
— 2)ME Ta (2n — 3), ,,.., de la (n + 1)°0€ Ja 7°Me de la n° Ja somme 
de toutes les précédentes. | 

2) Ajouter à la (7 + 5) ligne la 500, 5 — 1,2, ,..,n—1. 

329. À chaque ligne ajouter toutes les suivantes, de chaque colonne retran- 
cher la précédente. Démontrer que 


An+y (x) = (x — n) An (zx — 1). 


Chapitre 4 
MATRICES 


466. Utiliser le résultat du problème n° 465 e). 

473. Considérer la somme des éléments diagonaux. 

491. Utiliser les résultats des problèmes n°$ 489, 490. 

492. Utiliser le résultat du problème n° 490. 

494, 495. Utiliser les résultats des problèmes n0$ 492, 493. 

496. Effectuer la démonstration par récurrence suivant le nombre de colon- 
nes de la matrice B, démontrant au préalable que si l'adjonction d'une colonne 
ne modifie pas le rang de la matrice B, elle ne modifie pas non plus le rang de la 
matrice (4, B). 

On peut effectuer la démonstration non par récurrence, maïs en utilisant 
le théorème de Laplace. 

497. Utiliser les résultats des problèmes n°$ 496, 492. 

498. Choisir de la matrice (£ —- 4, E + A) une matrice carrée non sin- 
gulière P et considérer les produits (E — À) P et (E + À) P. 

500. Utiliser le résultat du problème n° 489. 

501. Démontrer qu’au problème n° 500 la représentation est unique et ra- 
mener ainsi le problème au calcul du nombre des matrices triangulaires R avec 
un déterminant donné %. Désignant le nombre cherché par F, (k), démontrer 
que si X — a-b pour a, b premiers entre eux, on a F, (k) = FÆ, (a).F, (b). 
Enfin, établir par récurrence une formule pour F, (p#}, où p est un nombre 

remier. 
e 505. Utiliser les résultats des problèmes n9$ 495, 498. Trouver la matrice P 
avec le plus petit déterminant possible tel que P-1 4 P soit diagonale, et ensuite 
utiliser le résultat du problème n° 500. 

517. Utiliser le théorème de Laplace et l'inégalité de Bouniakovsky. 

518. Etablir l'égalité | AA | = | | - | CC |, supposant que la somme des 
produits des éléments de n’importe quelle colonne de fa matrice À par les élé- 
ments correspondants de n'importe quelle colonne de la matrice C est nulle. 
Ensuite compléter la matrice (B, C) de facon convenable pour qu'elle devienne- 
carrée et utiliser le résultat du problème n° 517. 

523. Compléter le déterminant à gauche par une colonne dont tous les élé- 
ments sont égaux à = et en haut par une ligne dont tous les éléments (excepté- 
l’élément de l'angle) sont égaux à 0, ensuite retrancher la première colonne de- 
toutes les autres. 

527. Utiliser les résultats des problèmes n°5 522, 526. 

528. Etablir la relation existant entre la matrice complémentaire et la ma- 
trice inverse. 

529. Pour le mineur formé des éléments des »m premières lignes et des m pre- 
mières colonnes de la matrice complémentaire, établir le résultat en considérant 
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le produit des matrices : 


Ait .. Am+1, 1 * Ani 
A2 ..e Am+1, 2 .. An2 


Gi1 1e Gin 
a a a 
Ajm Am+1, m Anm de ai t 
4 , + + + « ee = 
nt Un2 Ann 
| 


où 4;4 sont les cofacteurs des éléments a;4. 

Procéder de façon analogue dans le cas général. 

535. Représenter À X B comme (4 X E,,)-(E, X B). 

537. Effectuer la démonstration par récurrence en examinant d’abord le 
cas où À: est une matrice non singulière. Ramener le cas général à celui-ci en 
ajoutant à la matrice ÀE, | 


Chapitre 5 


POLYNÔMES ET FONCTIONS 
RATIONNELLES D'UNE VARIABLE 


947. … Développer f (x) suivant les puissances de zx — 3, remplacer ensuite x 
ar x + 3. 

Sd 553. Dériver directement et poser x — {, ensuite isoler la puissance ma- 
ximale de z et poursuivre la dérivation. 

053. Considérer les polynômes : 

fi (x) = nf (x) — af (æ): fe (a) = nfi (a) — fi (x) 
et ainsi de suite. 

561. Faire la démonstration par le principe de récurrence. 

562. Le zéro différent du nombre zéro d'ordre de multiplicité (4 — {} du 
posnone f (x) est le zéro d'ordre de multiplicité (4 — 2) du polynôme xf’ (x), 
e zéro d'ordre de multiplicité (4 — 3) du polynôme x [rf’ (x)l’ et ainsi de suite. 
Inversement, le zéro commun différent du nombre zéro des polynômes f (x), 
zf! (x). x[xf' (æ)l', . . . (en tout 4 — 1 polynômes) est le zéro d'ordre de mul- 
tiplicité non inférieur à (4 — 1) de f (x). 

563. Dériver l'égalité montrant que le polynôme est divisible par 


sa dérivée. 
1x) At fx) 


{2(x) AC 


568. Lier le problème à la considération des zéros de 
p (x) = f(x) f" (to) — F2) f (wo), : 

où 9 est le zéro de [f° (x)? — f (x) Ÿ" (x). | 

569. Utiliser la solution du problème précédent et développer f (x) suivant 
les puissances de zx — x. 

576. Démontrer comme le lemme de d'Alembert. 

580, 581. Représenter la fonction sous la même forme que pour la démons- 
tration du lemme de d'Alembert : 

k(a | 
of Go (te: p(a)=0. 


583. Trouver les zéros des polynômes et prendre en considération les coeffi- 
cients des termes principaux [dans les problèmes a) et b)]. Dans le problème 
c) pour la recherche des zéros, il est utile de poser x — tg? 0. 

589. Trouver Îles zéros communs. 

608, Démontrer au préalable que f (x) n'a pas de zéros réels d’ordre de mul- 
tiplicité impair. 

623, Utiliser le résultat du problème n° 622. 

626. Utiliser le fait que l'équation ne doit pas etre modifiée lors de la subs- 


567. Considérer la fonction 


titution de —7r à x et de 4 à x. 


627. L'équation ne doit pas être modifiée lors de la substitution de 2 a 


x et de 4 — x à 7. 
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637. Diviser par (1 — x)" et dériver m — 1 fois en faisant après chaque dé- 
Ho x — 0. Utiliser le fait que l’ordre de W (zx) est inférieur à m, et celui de 

TT) an. 

642. Recourir à la formule de Lagrange. Effectuer la division dans chaque 
terme du résultat et réduire les termes semblables en utilisant le résultat du pro- 
blème n° 100. 

644. Exprimer f (xo) par f (x), f (xo), . . ., f (x,), en utilisant la formule 
d’interpolation de Lagrange, et comparer le résultat avec la condition du problè- 
me en prenant en considération l'indépendance de f {x}, f (z2), . .., f (x). 
Ensuite étudier @ (x) — (x — x) (x — z2) . .. (x — x,), en le développant sui- 
vant les puissances de z — x. 

645. Représenter le polynôme x: par ses valeurs à l’aide de la formule d’in- 
terpolation de Lagrange. | 

648, 649. Former un polynôme d'’interpolation par la méthode de Newton. 

. Trouver les valeurs du polynôme cherché pour x = 0, 1, 2, 3, .. 

…$ Li: 

651. On peut résoudre le problème par la méthode de Newton. Autrement 
dit, considérer le polynôme F (x) = zxf (x) — 1, où j (x) est le polynôme cherché. 

652. Considérer le polynôme (x — a} f(x) — 1 

653. Former le polynôme suivant la méthode de Newton, en introduisant, 
pour faciliter les calculs, une factorielle au dénominateur de chaque terme. 

654. Considérer le polynôme f (r?}, où f (x) est le polynôme cherché, 

655. Le plus simple est d'utiliser la formule de Lagrange 


LU 

f(x) » f (th) 
p (x) Feu (z— 28) p'(xR) 
(21, Ze, . . ., &n sont les zéros du dénominateur). 

656. Développer d’abord d’après la formule de Lagrange, ensuite rassem- 
bler les termes complexes conjugués. 

657. e) Utiliser le problème n9 631. f) Poser ne —= y. 

d), h} Rechercher les développements par la méthode des coefficients indé- 


terminés. En trouver une partie par la substitution x = x1, xs, . . ., x, après 
avoir multiplié par un dénominateur commun. Ensuite dériver et poser de nou- 


Veau Z = 21; To, à 0 Te ; 
660. Utiliser le problème n° 659. Dans l'exemple b) décomposer 0) 


en éléments simples. 

665, 666. Utiliser le problème n° 663, 

667. Dans l’exemple c) développer le polynôme suivant les puissances de 
Li =", 
668. Développer suivant les puissances de x — 1 (ou poser x == y + 1). 

669. Poser z — y + 1 et démontrer par le principe de récurrence que tous 
les coefficients du dividende et du diviseur, à l'exclusion des cocfficients des 
termes principaux, sont divisibles par p. 

670, 671. Se démontre comme le théorème d’Einsenstein. 

679, 680. Admettant que f (x} est réductible, poser x — «&;, a», . .., &, 
et formuler une conclusion sur les valeurs des diviseurs. 

681. Calculer le nombre de valeurs égales des diviseurs éventuels. 

682. Utiliser le fait que f (x) n’a pas de zéros réels. | 

683. Démontrer que le polynôme qui a plus de trois zéros entiers ne peut 
pas avoir comme valeur un nombre premier pour une valeur entière de la varia- 
ble indépendante et appliquer cette affirmation au polynôme f (x) — 1. 

684, 685. Utiliser le résultat du problème n° 683. | 

702. Former la suite de Sturm ct considérer séparément les cas de x pair et 


impair. 
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707-712. Déduire Îles relations de récurrence entre les polynômes de degrés 
contigus et leurs dérivées et construire à partir d'eux une suite de Sturm. Au 
problème n° 708 former une suite de Sturm uniquement pour les valeurs positives 
de x et s’assurer de l'absence de zéros négatifs par d’autres considérations. Au 
problème n° 709 former une suite de Sturm pour les x négatifs. 

713. Serappeler que F°’ (x) — 2f (x) f" (x) et que f” (x) est une constante. 

717. Décomposer £g (x) en facteurs et appliquer plusieurs fois de suite le ré- 
sultat du problème n° 716. | 

718. Appliquer le résultat du pe n° 717 au polynôme x". 

719. Si tous les zéros du po ynôme ar + ax +... + aux + an 
sont réels, tous les zéros du polynôme a,zf + a, ya + ,., + «& le sont 
aussi, 

721. Multiplier par zx — 1. 

727. Démontrer par l'absurde en se basant sur le théorème de Rolle et le 
résultat du problème n° 581. 

f(x) 


728. Construire le graphe de 1 (x) — TG et démontrer rigoureusement que 


chaque zéro de [f” (x)]? — f(x) f” (x) donne un point extrémal pour 4 (x) et inver- 
sement. Démontrer que 4 (z) n’admet pas de points extrémaux dans les interval- 
les compris entre les zéros de f” (x) et contenant un zéro de f (x) et admet un seul 
point extrémal dans les intervalles ne contenant pas de zéros de f (x). 
729. Utiliser le résultat des problèmes n9$ 727 et 726. 
730. Etudier le comportement de la fonction 
f() , 244 
= — + —, 
731. Se résout à l’aide du problème précédent pour À = 0. 
732. Démontrer par récurrence suivant le degré de f (x}, en posant f (x) — 
— (z + À) f1 (x), où f1 (x) est un polynôme de degré (nr — 1). 
733. Se démontre par application réitérée du résultat du problème n°0 732. 
734. Si tous les zéros de f (x) sont positifs, la démonstration est réalisée de 
façon élémentaire, à savoir par récurrence suivant le degré de f (x). Il convient 
d'inclure au nombre des hypothèses de récurrence que les Zéros 24, ze, . . ., zh 


du polynôme b, + biwz + ... + b,-wtn-h? zn-l vérifient la condition 
0 EL EE Lo Le me LTn -1 et Li > ti -yw 2. 
Pour démontrer ce théorème dans le cas général il faut représenter w*? comme la 


limite d'un polynôme en x dont les zéros n’appartiennent pas à l'intervalle 
(0, ») et utiliser le résultat du problème n° 731. 


p (x) + ip (x) 
p (x) — ip (&) 
(x) = a0 cos p+...—-an cos (g+n0) zx, 
Vz)=bpsinp+...+b, sin (p+n0) zxn. 
PE+WG) 

P (x) — tp (x) ” 

p (tr) = &@+ar +... + ar, 

D (2) = bo + br +...+ br. 


Après avoir démontré que les zéros sont réels, multiplier @ (x) + àb (x) par « — 
— Bi et considérer la partie réelle. Recourir au résultat du problème n° 727. 


p(æ) 


737. Décomposer SEA éléments simples, étudier les signes des coeffi- 


735, Considérer 


L 


736. Considérer lc module de 


cients dans le développement et étudier la partie imaginaire 
mile @+@) _v@ _, 
(x) p (x) 
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738. Etudier la partie imaginaire de Fe. , en décomposant cette fraction en 


LE 
éléments simples. | 
739. Effectuer un changement de variable tel que le demi-plan donné se 


transforme en demi-plan Im (x) >> 0. 
740. Relier au problème n° 739. 


741. Décomposer Le ‘en éléments simples et évaluer la partie imaginaire, 


743. Poser x — yi et s’aider des résultats des problèmes n°8 736 et 737. 
744, 745. Utiliser le résultat du problème n° 743. 


746. Poser x — ce et s'aider du résultat du probleme n° 744. 


747. Multiplier le polynôme par { — zx et, posant | x | = p = 1, évaluer 
le module de (1 — x) f (x). 


Chapitre 6 
FONCTIONS SYMÉTRIQUES 


‘772. Les côtés d'un triangle semblable au triangle donné et inscrit dans un 
cercle de rayon 1/2 sont égaux aux sinus des angles du triangle donné. 
800. Calculer d'abord la somme 


pi (z+ zir, 
1= 1 


poser ensuite x — x; et sommer suivant j de 4 à ». Enfin éliminer les termes inu- 
tiles et diviser par 2. 
801. Se résout comme le problème n° 800. 
805. Chaque racine primitive n°Me de l'unité, élevée à là puissance m, 
| me 
donne une racine primitive — , où d est le plus grand commun diviseur de m 


et r. A l’issue de cette opération effectuée sur toutes les racines primitives nr 
èmes 


de l'unité, toutes les racines primitives T s’obtiennent un nombre identique 


èmes 


de fois. 

806. S'aider des résultats des problèmes n°5 805, 117 et 119. 

807. Il faut trouver l'équation dont les racines sont x, z2, . ., x,. Pour 
cela recourir aux formules de Newton ou à la représentation des coefficients par 
des sommes des puissances sous forme de déterminant (problème n0 803). 

808. Le Droblane se résout facilement par les formules de Newton ou par la 
représentation des sommes des puissances au moyen des fonctions symétriques 
fondamentales sous forme de déterminants (problème n° 802). Cependant, il est 
encore plus simple de multiplier l'équation par {x — a).(x — b}) et de calculer 
les sommes des puissances pour la nouvelle équation. 

809. Le plus simple est de multiplier l’équation par (x — a).(x — b), 

818. Estimer que les zéros du polynôme f (x) sont des variables indépendan- 
tes. Multiplier le déterminant des coefficients des restes par le déterminant de 
Vandermonde. : 

819. Démontrer que tous les A 2 sont de degré (n — 1). Ensuite, 
DNDIsE le déterminant des coefficients de 4% par le déterminant de Vander- 
monde. 

820. Se résout comme le problème n° 819. 

827. Utiliser le fait que les puissances m des racines primitives n°78 de 

mes 


l'unité parcourent toutes les racines primitives . de l'unité, où d est 


le plus grand commun diviseur de m et n. 

828. S'aider du résultat du problème n° 827 et de ce que R(X,, X,) est 
le diviseur de R (X,, 27 — 1) et R (X,, zm — 1). 

834, 835. Calculer R (f’, f). 
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839. M itiplier par r — 1. 
840. Multiplier par x — 1 et s'aider du résultat du problème n° 835. 


843. Calculer R (X,. XA). Lors du calcul des valeurs de X/, pour les zéros 
de X,, représenter X, sous la forme 
n 
u (T5) 


(xn — 1) IT (xd — 1) d 
en estimant que d parcourt les diviseurs réguliers de n. 


844. Utiliser la relation Æ},—E£, —zxn. 
845, Utiliser la relation 


(nz—z—a) Fr —-z(r+1)F+ Gen) —0. 
846. Utiliser les relations : 
Pn=2Pns—-(n—1) Par: Pr=nPr. 
847. Utiliser les relations 


TPr=nPatniPns; Pa=(z—2n+1) Prs—(n—1} Pr. 
848. Utiliser les relations 


(4— 2x2) P,+nzPn—=2nPn 1; Pr—zxPn st Pn2a=0. 
849. Utiliser les relations 

P, — 2:21, (+1) P,2—=0; Pi (n+1) P,. 
850. Utiliser les relations 
Py — (2n — 1) Pa + (nr — 1) (et + 1) Pro 0: Ph nPyna 
851. Utiliser les relations 

P, — (nz + 1)P,4+n(n—1)mP, = 0; 
Ph= (in + 1{nP,:. 
852. Résoudre le problème par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. 
Ecrire la relation obtenue en égalant à zéro les dérivées sous forme d'une équation 


différentielle par rapport au le Mi donnant le maximum et résoudre l'équa- 
tion par la méthode des coefficients indéterminés. 


867. Montrer au préalable qu'il n'existe qu'un nombre fini d'équations 


avec les propriétés piqué pour un #7 donné. Montrer ensuite que les propriétés 
ne sont pas violées par la transformation y — 2". 


Chapitre 7 
ALGÈBRE LINÉAIRE 


884, Utiliser les résultats des problèmes n°8 51, 52, 

916. Il faut chercher le plus petit angle parmi les angles formés par les vec- 
teurs du deuxième plan et leurs projections orthogonales sur le premier plan. 

917. Se donner le cube dans un système de coordonnées dont l’origine est 
au centre et dont les axes sont parallèles aux arêtes. Ensuite, prendre pour axes 
les quatre diagonales orthogonales. 

918. Utiliser le résultat du problème n° 907. 

920. Démontrer par récurrence. 

921. Prendre en considération que V {[4:, ..., Am, B1, . .., BB] — 
= V4, ,..., An]: V[B:, . .., Bal, si À; L B';, et le résuitat du problème pré- 
cédent. 

9%. Trouver d’abord les valeurs caractéristiques du carré de la matrice. 
Ensuite, pour déterminer les signes lors de l’extraction de la racine carrée, se 
rappeler que la somme des valeurs caractéristiques est égale à la somme des 
éléments de la diagonale principale et que le produit des valeurs caractéristiques 
est égal au déterminant. Appliquer les résultats des problèmes n°985 126 et 299. 

934. Utiliser le résultat du problème n° 933. 

936. Utiliser les résultats des problèmes n0$ 537 et 930. | 

943. 1) Utiliser Le fait que le déterminant de la transformation triangulaire 
est égal à l'unité. 


à 


945. Prendre la forme linéaire, dont le carré doit être ajouté à la forme 
quadratique, pour la nouvelle variable indépendante. , 
946. Isoler de la forme f un carré et recourir au résultat du problème n°0 945. 


948. Considérer la forme quadratique des variables &w, us, . . ., u,: 


n 
f= D Gitusnt. unit}, 
h=1 


OÙ Ti, Los « » « Tn SONnt les racines de l'équation donnée, 

950. Décomposer f et ® en une somme de carrés et utiliser la distributivité 
de l'opération (f, ). 

965. Lors de la démonstration du théorème réciproque utiliser le dévelop- 
pernent 


X—AX+(E- A)X. 

966. Ecrire la matrice de projection dans la base qui s'obtient par réunion 
des bases orthonormales P et Q. 

967. Vérifier que AX.:X — 0 pour n'importe quel vecteur réel X. Décom- 


poser la valeur caractéristique et le vecteur propre en leurs parties réelles et ima- 
ginaires. 
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968. Multiplier à droite la matrice À par P, à gauche par P-!, où LP est 
une matrice ocrthogonale dont les deux premières colonnes sont composées des 
parties réelle et imaginaire normées du vecteur propre. 

970, 971. Se rappeler que pour la matrice orthogonale A AX.AY —=X.Y 
pour tous les vecteurs réels X et Y. 

972. On le démontre en se basant sur les résultats des problèmes n°9S 970, 
971  —. comme le problème n° 968 en se basant sur le résultat du problème 
no 967. 

975, 976. Passer à la forme canonique de Jordan. 

978. Relier à la solution du problème précédent. 

980. Pour la nécessité cf. le problème n° 473. 

Pour démontrer la suffisance considérer d’abord le cas où tous les éléments 
ponaue de la matrice C sont nuls. Utiliser ensuite le fait que si C = XY — 
— Y X, alors 


S-1CS = (SIXS)S-IYS) — (S-AYSUSIXS). 


PARTIE III 
RÉPONSES ET SOLUTIONS 


Chapitre premier 


NOMBRES COMPLEXES 


is 2 “. == : 
Ft 
3 1 
LR T2: Y=S ; z= 2, = . 


3. {si n—4kiisin—4k+1; sin 4k + 2; —isin— 4k + 3, 
k est un nombre entier. 

9. a) 117 + 44 i; b) 556 : c) —76 i. 

6. Si, et seulement si, 

4) aucun des facteurs n’est nu 

2) les facteurs sont de la forme : L bi) et À (b + ai), où À est un nombre réel. 


a? — ba Zab A4 5i. 


7. a) cos2a+isin2a; bb) ape tip À — 5% : 
— 1 — 32; 
d} 25 : e) 2: 
8. 2in-i, 
9, a) z—1+i, y—i; b) z=2+i, y—=2—i; 
c) z—3—11i, y——3 Qi, 317. 
10, à) — n£ b) 1. 


11. a) a+ b2c2— (ab + bc ac) ; b) a5-ib3 : 
c) 2 (a34-b84c8) —3 (a2b + a2c + bia + bc + ca + c2b) + Zabe ; 
d) a2—ab-+p2, 


12. a) 0, 1, ++ | Æ +“ Æ b) 0, 1, à, —1, —ài. 
15. a) + (+5); b) + (2—2i); c) + (2—i); d) +(t+éi); 
e) +125); Î) + (5+6i) ; 8) + (1+3i); b) Æ (f— äi); 


i) + (3—i); j) H(3H+i); 
o + (VV ES): 


153 


beV8ri Vi siV=8h2VT; m+(y/}iy/À 


an) BARS ; ) APR NE i) ; a=0, Ÿ. 2, 3. 
2 2 

16, + (f — ai). 

17, a) zj—3—;i; xo= —1+2i; b) z,=2+i; To = 1 —3i; 

c) æi—1—i; Lo= 2 

18. a) 1 + 2i; — à + 2i; (a2 — 2x +5) (x? +8x+ 20) ; 


b)2+iV2; —2+2i V2; (x2—4746) (x2+-4r+12). 


149. a) z— “T4 ; b) +4 i 


2 

22. à) ee b) ne 
c) cos S-+isin + ; d) cos + sin ; 
2} V2 (cos + sin +) f) V2 (cos À + isin +) ; 
g) V2 (cos 7-+1 sin 2) ; h}) V2 (cos his +) 

_ & 4 4 4 
: x LA ... Ti. | 2n _ 2 | 
1) 2 (cos 2 + sin 5) R 1) 2 (cos ++: Sin 3 ) ; 

an ._ AT 5n DT 

li Pistes EC 2 —— + i ——— | ; 
k) 2 (cos g +ésin — ) : D) 2 (cos g +ésin — | à 
m) 2 (cos T+isn +) ; n) 3(costr+isinnr); 

Aix , ,. . 11% \. = TH 4, A 
o) 2 (cos iso =) : P) (V2+ V6) (cos Ttsint) | 


Remarque : On rapporte ici l'une des valeurs possibles de l’argu- 
nent. | 


23. a) Ÿ/10 (cos 18°26' + à sin 18°26') ; 

b) V/47 (cos 345°57/48" -+ à sin 345°57/48") ; 

c) V5 (cos 153°26/6” + à sin 153°26/6") ; 

d) V5 (cos 243°26/6"-+ i sin 243°26/6"). 

24. a) Une circonférence de rayon. unité et de centre à l'origine, 

b) Un rayon issu de l’origine et faisant un angle . avec la direction positive 
de l'axe réel. 


25. a) L'intérieur d'un cercle de rayon 2 et de centre à l’origine des coordon 
nées. 
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b) L'intérieur et Le contour d’un cercle de rayon unité et de centre au point 
(0, 1). 
c) L'intérieur d'un cercle ps rayon unité et de centre au point (4, 1). 


_ 
26. a) es — bai. 


27. L'identité exprime le théorème connu de géométrie : la somme des carrés 
des diagonales d'un parallélogramme est égale à la somme des carrés de ses côtés. 
29, Si la différence des arguments de ces nombres est égale à x + 2kn, où 
k est vs none entier. 
. Si la différence des arguments de ces nombres est égale à 247, où 4 
est un entier. 


34. cos (+) à sin (p+ 4). 
39. te | cos (20-57) +isin (2-7) | 


36. a) 212 (1+ 5); b) 29 (4—i V3); ©) 2—7V/32; 
d) —64. 


: RAT 
38. COS +: sin —-. 


39. 2 cos re 


40, Solution. 1+cosa-+isina—= 2cos? + + 2i sin + cos == 


œ œ (02 
= 2 c0S — (cos > : sin +) : 
à 2 Sa 2}? 


(14 cos «+ isin }t = 27 cos" (cos T-tisin Te) 


d 
AT La 


? L 


V/3—1 . 1—V3 1+V3 , 
2 ? 


c) 1+i; 1—i; _… it, 


Fane 


] 


, AE 3—iV3 34+LiV3. —3+i V3 
ec) i V/3; —1 V3; DT 4 RUE og 


44, à) V5 5 (cos 8°518" + isin 8°5”18")ez, où ex —= cos 120°%+ à sin 120°%, 
k—0, À, 2; 

b) V4 40 (cos 113°51/20" + à sin 143°51/20")ez, où ex cos 420°% + i sin 120°%k, 
k=0, À, 2: 

c) 9138 (cos 11°45/29"-+ à sin 14245/29")ez, où ex = cos 72°k + à sin 720k, 
k=—=0, Â, 2, à 4. 
24k 4-19 24k +19 


45, a) 33 (e cos 7 NHiSiD — 5 — 


a), où k—0, 1, 2, 3, 4, 5; 
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24h +3 24k : 
x | SG ntisin En) , Où 4 —0, 1, 2, 3, 4, u, 6, 7: 


57 56 96 
C) 3 08 ET n + à sin Tr) , OÙ k—Ù, 1, 2, 8, 4, ». 


46. (cos = + i sin — , Où k=0, 1,20 Hal 


47. a) Solution. Considérons (cos x + à sin x}°. D’après la formule de 
Moivre | 
(cos æ + à sin r}° — cos 5x + i sin 2x. 
D'autre part 
(cos x + i sin x}5 = cosÿ zx + 5i cost x sin z— 
— 10 cos x sin? x — 10 i cos zx sin? r + 
+ 5 cos x sint x + i sin 2 — (cos$ x — 
— 10 cos? x sin? x + 5 cos x sin* x) + t (5 cost x sin z — 
— 10 cos? x sin x + sinÿ x), 


Comparant les résultats, nous trouvons 
cos Dx — Cost x — 10 cos x sin? x + 5 cos x sin x; 
b) cos® z — 28 cos x sin? x + 70 cost x sini z — 28 cos x sin$ x + sin8 z; 
c) 6 cos z sin z — 20 cos* x sin3 r + 6 cos x sinÿ +; 
d) 7 cos x sin zx — 35 cos! x sin* x + 21 cos? x sin x — sin? x. 
2 (3 tg p—10 tg° +3 185 p) 
1—15tg2p+15tgtp—te p 


= 2 _ | _ in4 
49. cos nx— cos? x —C? cost-2x sin? z+4C4 cost-4x siniz—,..,+M, 


48. 


ñ 
où M—(—1) 2 sin”x, si nr est pair, et 


CES 


n— 
M=(—1) ? ncoszsin-lr, si n est impair. 
sinnz= Cl cost-lzsinz—CS cost-Bzsinsz+ +M, 
n—2 
2 


où M=(—1) n cos x sinn-1 x, si »r est pair, et 


n— 1 


M=(—1) ? sinfz, sin est impair. 
50. a) Solution. Soit «=1cosr+isinz. Alors 
œrl=cos r—isin x: 
ah= cos kr i sin kz ; ah —cos kx — i sin kr, 


Il en découle que 


k h kR__y-h 
an + : aR— 
cos kx Ro sin kx — en 
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En particulier 


CGHa TT, a—ul, 
SEE RE gp 0 
—a-1\3 3 lg _g-8)\ — _g- 
sine (tr) Aer Ge); 
2i — Bi — Bi . 
2t sin 3z— 6isin zx 3 sin x — sin 3z 
SD 2 = ————— — "  — ee 
— Bi 4 
cos Àr— 4 cos 27 +3 pos 57 +5 cos 3x + 10 cos. 
DRE, PERTE 
8 46 
ä) cos 6z +6 cos 4x4 15 cos 22410 


32 
52. Solution. 
_(m—p}(m—p—1)...{(m—2p+1) 


RCE P | + 
(m—p—1)...(m—2p+41) 
LA —1) ] 
_ m{m—p—1}(m—p—2)...(m—2p+#+1) 
pi 


Faisons les notations suivantes : 2 cos mr — S, ; 2 cos x — a. Dans ce cas, 
l'égalité qui nous intéresse peut s’écrire de la manière suivante: 


Sr = am mam-3 (C2 _o+ C1 1_e)am-a 


+(— 08 (C7 + CREED am2r +. 
11 est facile de montrer que 
2 cos mx = 2 cos x.2 cos (m — 1) x — 2 cos (m — 2) x, 


ou, avec nos notations, Sm — 4aSm1 — Sm-2: 
Il est facile de vérifier que pour m = 4 et m— 2 l'égalité à démontrer est 


vraie. Admettons que 
Smi=am il (m—1)amst(c? ,+CL_,jam-s+... 


+ (Ch pi + CRE 0) am LE; 
Sm-2 = amM2— (m—2) am a+(ci _,+Cl )am-6+... 


LCP-2 ,jam-2p+ ... 


+ (— 1)P71 (E2> D—1) M—Dp— 2 


Alors 
AT a un (CF, mMm-D—1 + Cri D-- Cu 
+ CT it 2) a PRE 


Prenant en considération que C? Re Cr_i+ CR 5, nous obtenons le résultat 
demandé. 


sin MT . ; L 
53. APE = (2 608 2) 1 — O2 (2 005 ay 34 
LC? _,(2coszms—,,,+(—1)p CP _p-1(2cosz)m-2p-1 LE ,., 
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ñn . 
nt SH . nn 
RER 2: qi = — 

cos 7; b) 2° sin Z” 


4. à) 2 
2n na 
96. ——; sin ——- ; 
3 2 


59. a) Solution. 
S'— 1-4 cos p+a2 cos 2p+ ...+ah cos ky. 
Formons 
T= a sin +4? sin 2p+...-—+aksin ko; 
S+Ti= 104 (cos p+i sin p) + a? (cos 2p+i sin 2) +... 
.. + ak (cos kp—+ i sin 4p). 
Posant a —<c0s + i sin q, nous obtenons 
R+iqhtl 
S+HTi=i+aataai+, hate 
S est égal à la partie réelle de la somme obtenue. Nous avons 


ahtlohti_1 aœ-l—1  akt2ohk—aktloktl_ag-141 


Gus LE aa—14 ‘au i—1 aè—a(a+-a-1) +1 | 
D'où 
__ akt8 cos kp—a#1 cos (k+ 1) p— a cos p+1 
ee | ai— 2a cos p+1 l 
b) ak+2 sin (@-} kh)— aktl sin [+{(k+1) h] —a sin (g—)+sin y 
a? — 2a cos h +1 | 
sin CLR 
2 . 
c) - 
2 sin F 


60, Solution. 
T=sinz+sin 27 ...+sinnz; 
S = cos z+cos 27 + ..,.—+cos nz. 


Soit a c08 + +-i sin +. Alors SHETi=aitatt.,.+Lain, S+Tis 


2 
: n 
Sin — Z 
a2n— 4 an (an—œn) n+i . …… n+1 2 
DST ed ER ee te DIE LR PER a a 
c PCR | œ a(a—ai) (cos D z+i sin o )- ma 
sin — 
D'où 
sin _ 
T=sin EL: 2 . 
2 sin À 
2 
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2(2—cos x) 


ee 5—4c0sx 
sin (a : x) sin cos (a+) cos 
64. a) à si r est pair, ee 
cos D COS pi 
si x est impair; 
cos (a ñ) sin 22 sin {a+ r* ) cos 
b) - h — , SR St PAL, —————— ,——— \, 
COS cos = 
Si 7 est impair. 
PR n+2 z . n+2 
66. a) 27 cos? 7 COS —— 7; b) 2n COS" = Sin —— £. 
67. a) 27 sinn à cos dent EE b) 27 sinr + sin Sn EEE 


68. La limite de la somme est égale au vecteur qui représente le nombre 
3+i 


n sin 4nx 
2 4 sin 2x ‘ 


3 COS Lune rsin = cos RE z ua = 
2 2 D D 
71. a) ——— - + a 
4 sin — 4 sin 
2 2 
3 sin Tee x sin 2 SP Re 
b) RE à 2 2 
4 sin _ 4 sin € 
à 2 
72. jee 
4 sin? —- 
b) péfdin-ih6 
| 4 sin? À 
2 


73. ea (cos b + i sin b). 


Re RE 2 ; 
co) —7: —1+iÿ3; d) —1: ae 
ou ave 0 vives PE à OU (asp. 
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p Va-2p5, PEU LIVS(ps+2s 


b 12-03; PEN , OS (y3 2, 


) —U+73+ 08: HER , VS (ps ya, 
j) 2; —1+2 V3: k) 2: —1+ 3% V3: 

1) 2, —1+4i V3; m)1; —2+ V3: 

n) 4; —1+4V/3: oo) —2i:i;i; 

p) —1—i; —1—;i; 2+2i; 


q) —(a+b); He + Je (a —&) ; 


V0 75 } fe b Ve? ] 3 SAT TUE eur 
D —(aÿPe+o Ve), PET OV Je 2 ( V Pe—bT fe); 


s) 2,1149: —0,2541 ; —1,8608 ; 


t) 1,9981 ; 0,5115 ; —2,1007. 
76. Solution. 


n—m—=aût— 0e) +B(t— 0) — (1 — o)(x — Bo’); 
a — 23 à (1 — &°) + $ (1 — ©) = (1 — w?)(x — Po); 
To — 23 — (© — &?) + 6 (@ — &) — (® — w)(a — P); 
(ti — 22) (rs — ta) (x — x3) = 3 (0 — w}(a$ — fi); 
(rs — 22 rs — 23) (ze — 23) — —27 [(a* + p°)? —_ 4a$ps] —= 
= —27q? — 4p*, 
77. Solution. 
L'équation du troisième degré, mentionnée dans l'indication, est z5 — 


— 3 (pr + 9) 2 + 29 + p3 — 3x — 3pq — 0, elle admet comme racine évi- 
dente z— —(x + p). Les autres racines de tette équation sont 22,3 == 


_2+p+V-3(4-pP+12 
2 


membre de l'équation étudiée peut être représenté sous la forme 


. En vertu du problème n° 76, le pre-nier 


{ 
— 57 (223) (13 —21)2 (212) = 


X 


—— 
— 


4 —_3(z—p}è +120 |? 
es | PE te | 


3 —V—3(z—p}2+ 129 |? 
x | 16 + 0 V + et ta | = [(x—p}? —4q] (22 pr 4 pq}? 
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d'où il est facile de trouver les racines : 
L _ Aa — 3p2 
t,2=p+2 Va; pm rues PVR SRE e 
—Pp—V4q—3p? 
D : 
78. Le premier membre peut être mis sous la forme: 


Q54- 8545 (a +8) (2484 B2— a) (af— a) —25=0. 
Réponse. z—=a—+$6, où sEÿ DEVIS: P= =) b— Va 


ap = a. 


79. a) + V2: 1+i7V3; b) —1+V6; +i V3; 


Lis —= TG — 


- 1+i3 1415 3+7V5 
RMS LV DÉRIN, SUVT. 


8) +i; 1+iV2; h) + V5; ee, 

) +is —1æ+i V6: jh —2+2 V2; —1+i; 

k} 1: 3; 1+ V2; D) 1: —1; 1+2i; 

" CA AEIATTN EE 1—V52V2-2V5, 
3 4 3 

1) LEVRa VIE 1= VS V0+6 V5, 

©) UT 1V 1 22 —2V2; ir 


p) 1+V7+4V 6427; 1—-V7+V 6-27; 
) LEV AVES 3. ETAT 8 , 


aVaV ER RTE 
VIEN 542 VE, 1-24 V 5-22 
À 4 


y EVIEVI+2 VE, 1-V5+V 12-23 
4 4 | 


80. Solution. 
zh + ax8 + ba cz + d= 


—_ (22 + + +R + mx + n) (2+ Let? me 2) : 


À À 
Te LR; SUR À = rt + TiTa4. 


{1 Sak. 11769 


ET —1+2 V2; 


Vb2— ai, 
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81. a) +1; Dis s- C) +4; +i; 


2 L 
1 V3 2 
d) +; +g+i Te; e) +1; +i;: + V4: 
io is Ve, VS: 
f) +; +i; Erti-s—; ES +; 


g) +1; Æ?; ES His; + -({+i); ET ET ; 


+ VÉEVE 2 VE, HAE Li JO, 


82, a) —1 : b) ++ i ; c) Hi; dà) Tor 


V3 
Es 
e) + Vas); eve L. 


PE + i ne. + os SE VORrE. 


8) + a 

83. a) 20; 20; 180; b) 72; 444; 12. 

84. cos Si +isin où 4—1, 2, 3, 4, 5, 6. 

85. a) Introduisant la notation €; — cos L + à sin eu , Dous obtenons : 


l’exposant 1 est celui de &; 

l'exposant 2 est celui de &s; 

l’exposant 4 est celui de e4, 81°; 
l’exposant 8 est celui de &2, £ç, E10, 214; 


les racines primitives du 16ÈME Grdre sont Es Egs E5r OT, Eg Ets E13, Ets. 
LJ rs Li LA . La TT 
b) Introduisant la notation e; — cos 50 + i sin 5j * NOUS obtenons : 


l'exposant À est celui de &,; 
l’exposant 2 est celui de €; 
l'exposant 4 est celui de es, &5; 
l'exposant 5 est celui de €4, €g, E12, €1a; 
l’exposant 10 est celui de 82, es, Es, Es; 
les racines primitives du 20°M® ordre sont Es, Es, Er, Eos Euts Eigs Er, Et. 


: | 2k : 
c) Indroduisant la notation €, — cos . Sin , nous obtenons: 


l’exposant 1 est celui de &, ; 

l'exposant 2 est celui de £:2; 

l’exposant 3 est celui de eg, E16; 

l'exposant 4 est celui de €, e18; 

l’exposant 6 est celui de €4, &20; 

l'exposant 8 est celui de £3, Eg, &i5, 21 ; 

l'exposant 12 est celui de €2, &10, su, E225 Es, Es, O7, Ent, E13s Ei7s Eos E2s 


sont les racines primitives du 24°" ordre. 
86. à) X1 (r)— x — 1; b) Xo (x) — zx + 1; 
c) Xs(r)=#+r+li; d) X,(=m#+ti; 


ee Xi(= rez: 
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f) Xe(n = —-2+ 1; 
g) X1(r) = + +attstatztli; 
h) Xs(z)— +1; 
ï) Xo() + +1; 
j) Xw()=mt—-#+m—z+i; 
k) Xu()=m+a+tai+a tata +taitaitaitr+i; 
D X(= mr +1; 
M) Xys(t)— 2 — 2H mL ir — zx +1: 
n) X405 (x) = 248 + 247 + 746 __ 743 __ A8 __ 2741 — 
— 240 — 299 EL 736 + 296 E 734 LE 388 LE 298 1 781 
CR CR CRE 
+ glé EL TE 92 2 28 78 — Dr —  — + rt z+i, 
87. = : 
1 —Ee 
88. Osin > 1. 


89. n si k est RU par r; 0 si 4 n'est pas divisible par ». 
90, m (zm + 1). 


91, 4 si 1; IC A 
__R2({—e)+2n : . n(n+1)(28+1) . 
92. He — Si &£1Â; ON si £=f{. 
n n ñ 

93. a) =D: b) ic: cotg —. 

94. à) 1; b) 0; C) —1. 

95, To= À ; 
2 cos + à sin eV LEE : —V10+27V5 V5; 
2= 008 À + i sin = iv, 
2= cos + sin TE = — VS pose. 
cs cos ion 8e VE 57 1042 V5. 


96, sin g=V5t, cos 18° mars : 


97. Solution. Divisons les deux membres de l'équation x6+ 2754744 
+x3+zx2+z+1—=0 par #8. Après une certaine transformation nous obtenons 


E+2) + (+2) 2 (s++) 1-0. 


z —2 cos + —2 sin n vérifie l'équation 2° + 2? — 2z — 4 — 0. D'où t — 


— 2 sin 7 vérifie l'équation #3 — €? — 25 + 1 — 0. L'équation obtenue est la 
plus simple en ce sens que toute autre équation à coefficients rationnels ayant une 


racine commune avec celle-ci est d'ordre plus élevé. La démonstration exige des 
connaissances des parties suivantes du cours. 
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98. Solution. Soit nr —= 2 m. Dans ce cas l’équation 22 — 4 — 0 pos- 


sède deux racines réelles 1 ct —1 et 2m — 2 racines complexes. £, — cos + 
.. 2h ; z 2 (2m— k) x 
+ à sin est alors Île conjugué de €:,.2 — cos I + 
om—k 
+ i sin? Cr Dr , et nous avons 


pm 1 (x2—1)(z—e1) (x —E,) (Tz— Es) (z—E0) ... (Z— Em 1) (2—Emet) ; 


am 4 (221) [22 — (es Hes)2 +1] ... [22— (6m 1 Em 1) +1]; 


m— 1 


zen — {= (x — 1) Il (2225 cos + 1) : 
k= 1 


Si n==2m +1, nous obtenons de façon analogue 


mn 
2kTt 
2m+1l 1 — (7 2 __ Res 
gimti{=(2—1) [|] (+ 22 cos +1). 
k=1 
99. Solution. a) Nous avons 
: : m— 1 
x2m— kT 
ÉRÉERRRSRES 2 _ SRE D 
PE Il (- 2x cos + 1). 
R= 1 
m—îi L 
Posant z-—1, nous obtenons m—2m-1 Il (1—cos +} , OÙ 
m À. 
B=1 
m— i 
kT 
— 92(m-1 in? 
m=— 22m 1) El sin on" 
k=1 
et, eniin, 
m— 1 
es er sin LES 
Dm — "+ 2m 
k= 1 
La formule b) s'obtient de façon analogue. 
100. Solution. Posons z— —— dans l'identité 
eu 2k 2k 
: TL : x 
R— 1 — — , = ] 
an —1 Ile Ep), OÙ Ex —= COS - isin a 
k=—0Q 
Nous obtenons 
n—1i 
a a 
— ñ _1—(— == 
11 I] (54e). etc 
k—0 


164 


101. Opérant comme il est indiqué dans la partie II, nous avons 


n— 1 


cos n0-+ i sin n0 — 1 — [| (cos 8 Li sin 0 —Ez), 
Rk=0Q 
"n—1 

cos nÔ — i sin n9 — 1— [| (cos 0 — ÿ sin 0 — 62), 
k=—0 


Multipliant les dernières égalités, nous obtenons le résultat demandé. 
102, Solution. 


U+ A n—-in-1{ 
+ ER) — 
TL +" a II Il (+ er —E8) = 
Rk=0 hk=0 s=0 
n—in-1 n—in—-1i 
Fra CII Il Lie (1) = 7 II [[ [t— ex (es —1)] = 
k=0 5—0 k=0 5=—0 
n—in-i n—1 
+ Il IT ter te—17=- = Il LE — (es —1)] = IL [Er — (en —1)"]. 
s—Q k={Q 8=0 
103. Nous avons | z | — | x |7-1, par conséquent [zx |— 0 ou [zt=1 
Si [zx |—=0,0onaz—= 0. Si |x{— 1, on a zr — 1. D'autre part, rt = x°. 
Par conséquent, x? — 1, Ainsi 
z—=0 et ne Li 


This 


L'inverse est facile à vérifier. 
1404, Solution. 


= |£ 
À 


donnés forment le rapport donné, est une circonférence (dans un cas parti- 
culier une droite). 


Em 


z—a 
z — 0 

é 
Le lieu géométrique des points, dont les distances de deux points 


Si z vérifie l'équation donnée, on a 


ne) 
er 


105. a) Nous avons FT 0, OÙ Ex COS = + à si a 


n——, k—1,2,... 
me 


, € | : e 

..,m—1. Il en découle que ste, La transformation de la derniere 
kA — 

expression donne 


e 


k 
m=icotg —, k=1,2, ..., m—1: 


k 
b) z=cotg “", k=1,2,...,m—1;: 
m 
C) Zk  — 
Ep V 2—1 


: 2kT 2kn 
OÙ Ex — COS 


+isn——, k — 0, PA 2, 


., A—1. 
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106. Solution. Soit 4=cosp+isine. Alors CRE 18, où M 


1 
: p—+2kx . . qp12#xn . ; 
= COS ni sin, k=—0, 1,...,m—1. Il en découle que 


O1 nan ty D 2hn 
nf +1) En +npt) 2m 


107. Solution. Opérant comme il est indiqué dans Îa partie IT, nous 
aVOns : 


S+Ti=u(i+hz}t, S—Ti=p{i+ hr), 
où À= cos a—+isinæ, —cosp+isinp. D'où 


2S=p(1+ hr + (1+ Ar). 
L'équation prend la forme p(1+ Az +u (+ Ar) =0 ; 
sin Er 2 
= à 
2n. 


108. Solution. Soit œa — 1; Bb — 1. Alors (af)ab — (œa)b.(PBb)a — 1. 
109: Solution. Soit e la racine commune de z8 — 1 et xd — 1, s est 
l’exposant associé à e. Dans ce cas s est un diviseur commun de a et b, aussi s 
ne peut être égal qu'à 1 et e— 1. L'inverse est évident. 
. Solution. Soient «, et f, des racines d'ordre a et b de l'unité, 
k—0,1,2,...,a—1;s—0,1,2, ..., b — 1. En vertu du problème n° 108, 
il suffit de démontrer que tous les &,f, sont différents. Admettons que a, B, — 
ct 
— Qy, Ps; alors he autrement dit &@; — Pj. Du problème n° 109 il 
k $ 
découle que «; — f;— 1, c'est-à-dire que ki — k2: 51 =: 9. 

111. Solution. Soient & et f des racines primitives d'ordre a et & de 
l'unité. Soit (4B)s — 1. Dans ce cas abs — 1; Bas — 1. 11 s'ensuit que bs est 
divisible par a, as par b. Par conséquent, s est divisible par ab. 

Soit À une racine primitive d'ordre ab de l'unité. Alors À — «ps (problème 
n9 410). Soit &h l'exposant associé à a << @. Alors A4 — (ahymb (ps}eb — 
— À, ce qui est impossible. De façon analogue on peut montrer que f5 est une 
racine primitive d'ordre b de l'unité. 

112. Découle directement du problème n° 111, 

113. En suivant l'indication (partie El) relevons tous les nombres multi- 
ples de p et non supérieurs à p%. Plus précisément : 1:p, 2:p,3+p, ..., pX1.p, 
Il est facile de voir qu'il en existe p%-1. D'où @(p%) = p# — pari — 


Th = — 


k=0, L 2: .. n—1{. 


=:p% (1 — =) . D’après le problème n° 112 nous avons 
_ œ1 œ2 RS +) (1 (1-7) . 
P(n)=@ (1) p (2?) ... p(p2*) n (1 D: ) PR 


114. Solution. Si & est une racine primitive d’ordre » de l'unité, alors 
e conjugué de & est aussi une racine primitive d'ordre » de l'unité. Par ailleurs 
8 £ + À, car nr >> 2. 


115. XD (x)=2P-l+zp-24,, Lx, 
116. X m (5) = 27 D) PT (PDP pan 4 
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NU L'indication peut être réalisée immédiatement en vertu du problème 
n° . | 


Soient @,@2, ..., GPn) les racines primitives d'ordre n de l'unité. 


Dans ce cas —@, —@2, ..., —@,,, sont les racines primitives d'ordre 2n 
de l'unité. Nous avons 


Æ'on (&)=(z+ 1) (z+@) +) = 
— (— 1390) (—z— 4) A (—2— ny) 
ou (problème n°9 114) Xon (x) = Xn(—7). 
—. : 2ka , , .  2kn : Sue 
118. Solution, Soit ez = cos Er isin ——— une racine primitive 


nd 


d'ordre nd de l’unité, ce qui signifie que k# et n sont premiers entre eux. 
Divisant * par n, nous obtenons k=ng—+r, où 0<r<n. D'où ex 


2 
2qn + en 2qn + 2rn 
n ei n v 
= COS 3 +isin ———, c'est-à-dire que €z est l’une des valeurs 
2rnt 


de la racine d'ordre d de ,.— cos 


Aus ATX : = 
- +isin —— * v- est une racine primi- 


tive d'ordre »r de l'unité, car chaque diviseur commun de r et nest un divi- 
seur commun de # et n, 


: : arr .… Arñ | a 
Soit maintenant 1,—Cos —— + sin — une racine primitive d'ordre n 


de l'unité, c'est-à-dire que r et n sont premiers entre eux. 


2rn 2rT 
an + n i sin Ru Ton = £98 _2n(r+ng) + 
à sl d mn nà 


, Où g—0,1,2,..., d — 1. e, est une racine primitive 


d'ordre nd de l'unité. En effet, si r + ngq et nd étaient tous les deux divisibles 


par un certain p premier, x et r seraient aussi divisibles par p, ce qui est 
impossible. 


Formons Eq = COS 


VA A ant | 


119. Solution. Supposons que &, €2, En’) Sont les racines pri- 
COS 
mitives d'ordre »’ de l’unité. AlorsX,» (x )— [I (zx — ez). Soit ensuite (x — 
R= 1 
— 24,1) (TZ — Ep, 2) . : . (x — Ep, nr) la décomposition de 2 — ex en facteurs 
k=Q (n°) 
| in” 
linéaires. Alors X4 (x°”)= I] (x — €y, ;). En vertu du problème n° 118 chaque 
cm 
. 1= 
facteur linéaire x — &,, ; entre dans le développement de X,, (x) et inversement. 
Comme, en outre, o (7) — nr” p (n°), les degrés de X,, (x) et À, (r7”) sont égaux. 
121. Solution. La somme de toutes les racines d'ordre » de l'unité 
est égale à 0. Chaque racine d'ordre » de l'unité étant associée à l’exposant d, 


diviseur de n, et inversement, on a > u (d) = 0. 
d/n 


. 2kN _. 2. 
122. Solut i o n. Supposons que £y — cos 2 + isin 2 soit associée 


à l’exposant 7. Dans ce cas le facteur z — €, entrera dans de tels et seu- 
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lement dans de tels binômes x£ — 1 pour lesquels d est divisible par r,. Par ail- 


e LA L2 e LU ñ 
leurs, si d parcourt tous les diviseurs de r qui sont multiples de r1, T7 parcourt 
+ n = 3 
tous les diviseurs de Donc x — #, entrera dans le deuxième membre avec l’ex- 
1 


posant ÿ) u (di). Cette somme est égale à 0 si . Æiletàalsin— nr. 
1 


LL 


n1 
123. arr ee où p est premier, alors X, (1) = p. Si n — 


e= pŸl pat? , , PA Sont des nombres DORA distincts 
(problème n° (19) ee SA 1 ses (1), où n° = pyP2 + . « D. 


Soit maintenant nr —= pyPp2z ... PR, k > 2; M — re Remarquons que 


k 
AS obtenir tous les diviseurs de », il suffit d'ajouter à tous les diviseurs de », 
rs produits par p,. C’est pourquoi 


n n 7e 
ro ein" () I FRA [l eh 4) Cry) _ 


din d/nt d/va 


=(X,, IX, Gn), 


tion. 1) Soit 7 un nombre impair supérieur à l'unité. Alors 


(problème n 117) X, (—1) = XZan 4) = 1. 
nr 
2) Soit n—2*, alors mo — — x? +4 et Xn(—1) est égal à 0 si x — 
21 


= 1etàa2sik > 1. 

3) Soit r — 2", où », est un nombre impair, supérieur à l'unité. Alors 
(problè as n0 117) Xn (—1) = Xhn, (1) et, par conséquent, X, (—1) est égal à p 
si r1 — p* (p est premier) ou à À si 1 = pe. 

4) Soit n—24n4, où k > 1, et ni p$tp5? ... pes (Pt, Pas +. Ps Sont dif- 
férents nombres , Premiers impairs). Dans ce se (problème n° o 419 X an (x) = 
= Xop,p,.. Se (x), où À — 2h14 1, À Sp Il en découle que Xh (—1)=— 
= Xn (1)=1. 

125. Solution. Soient e4, &2, ..., € 


les racines primitives d'ordre nr 
, 7 ) 
de l’unité; 


pin 


[u (n)]2—(et+ei+... Les.) 


1) Supposons que nr est impair, alors e? est une racine primitive d’ordre n 
de l'unité et ei—e? seulement pour i—j. C’est pourquoi 


ei ++... +etn)=H (n) et ROLE. 


2) Supposons que nr —2r1; n, est impair. Dans ce cas — Ei (problème n° 111) 
est une racine primitive d'ordre #4 de l’unité et c’est pourquoi (cf. 1)) 


ei tei+... ei p(u)= px). Ainsi, dans ce cas = OP EEE (n) 
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) Supposons ne 2#ny, où k © 4, n est impair. Dans ce Cas €? appartient 


à l’exposant _ En vertu du problème n° 118 nous affirmons que e4, &, 
» Ep(n) représentent les racines carrées de 14; M2 n° OÙ M4, Mas 
(x) 

nr e ne 
— de l’unité. Il en découle que 


9 ,n, Sont les racines primitives d'ordre + 
v(3) 
+ebt...+etn=2(mtmot st = (s): su (5) 
Go no p(n) MTMRT... EN he B\U2 7]: H\S 7}: 
2 
y+n—1 n— 1 
—) evT#)? pour tout y entier: 


2 ° 8=0 


126, Solution..S— 2 
0 X=Yy 


—1 
= Ven, ss : es 5 (e-22, Sete) 
y= CET 

n—1 n—f n— 1 
= SI Si g2us+s? __ 4 2 E2vs) — n + D es?. 5 (e2)V—n 
y=0 | s=— 1 y=0 


=Q0 s5=—0 


— 1 


pour nr impair; 
n\ 2 ns 
in ii: 
n— 1 | 
pour x pair (puisque > e2SV—0 si 2s n’est pas divisible par n) 


y=0 
V” LL 
Ainsi | S|= V/n si r est impair vt | S|— .L1+0-1?] si rest pair 


Chapitre 2 
CALCUL DES DÉTERMINANTS 


127. a) 53 b) 5: c) 1; d) ab—c2—d2; e) a?+-f?— 28? ; 
f) sin(a—f); g) cos(æ+B); h) sec?a; i) —2; 

j) 0; k) (b—c)(d—a); 1) 4ab; m) —1; 

n) —1; 0) ne 

128. a) 1, b) 2; c) 2a?(a+zx); d) 1; e) —2; 
î) —2—V2; 8) —3i V3; h) —3. 


129. Le nombre de transpositions est impair. 


130. a) 10; b) 18; c) 36. 131. a) i=8; k—3; b) i=3; k—6. 
132. C3. 133. C2—1. 134. à) EN : b) 1049, 


135. a) LE Sur? b) te) ee 


136. Considérons le couple d'éléments a; et ax, où i << k. Si ces éléments 
ne forment pas d’inversions, alors, après avoir ramené la permutation à l’ordre 
initial, a; précédera a; et, par conséquent, les numéros à et 4 ne formeront pas 
d'inversions. | 

Si au contraire les éléments a; et a, forment une inversion, alors, après 
avoir ramené la permutation à l'ordre initial, a, précédera &;, et, par conséquent, 
les numéros à et 4 formeront une inversion. 

137. La substitution est impaire dans les deux cas. Ceci s'explique par le 
fait qu'une permutation initiale s'obtient d'une autre à l'aide d'un nombre pair 
de transpositions. 

138. a) avec le signe + ; b) avec le signe + . 

139. a) n'entre pas; b) entre. 


141, GisGogtsoaua, Aiotogtaadat et G140230 31042. 


431 432 435 
142. — a14053 dat Cao das |. 
Qs1 52 55 
143. Avec le signe + . 144. Avec le signe (10, 
n(n—1) 
146. 2; —1. 147, a) nl; b)(—1) ? ; chni. 
n(n+-1) n(n+1) 


148. a) (—1) ?  (ntpnti; b)(—1) 2?  (nlynti. 
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149, Solution. En inversant les lignes et les colonnes le déterminant 
1) n'est pas modifié, 2) se transforme en nombre complexe conjugué. 
50. Solution. En inversant les lignes et les colonnes la valeur du dé- 
terminant 1) n’est pas modifiée, 2) est multipliée par —1. 
n(n— 1) 


151. (—1)"71A. 152. Est multiplié par (—1) ? 


153. O0, car le nombre des permutations paires de r éléments est égal au 
nombre des permutations impaires. 


194. à) T1—@1; Zo—=@o; ...; Tn-1—=@n-1; 
b) z4=0; ml; ...; fny=n—2; 
C) Zj—= 015 T2 — 2; ...; En-4—An-1. 
a b 
c dl 
1 
159. a) aa... an (++ + +—) : 
na 
n(n—1) 


b) (—-1) 2 aa... an (++ +—) , 


160. 3a—b+2c+d. 161. 4—2z—7y—2. 162. 2a—b—c—d. 
163. — 1 487 600. 164. — 29 400 000. 165. 48. 166. 1. 

167. 160. 168. 12. 169. 900. 170. 394. 171. 665. 
272. a2Lb2+c2—2 (bc ca + ab). 173. —2 (7x3 + y3). 

174. (z+1) (a2—2+41)2. 175. x2z2. 

176. —3(x2—1) (x? —4), 177. sin (c— a) sin (c —b) sin (a —b). 

178. (af — be cdÿ?. 179. n 1, 180. bibo ... bn. 

181. (z—xs) (x — 2e) ... (T7 — Zn). 

182. (n—-1) 1. 183. —2(n—2)1. 184. 1. 


185 nan-1 nan-1l 


ù [2a—+(n—1)À]. 186. 5 [2a + (n —1) h]. 


156. 0. 158. (mg— np) 


nn) 

187. (—1) 2  [og—aita—,..+(—1}ran]. 

188. apzraprnlt an. 189. A -- 
190. (n+1)1an. 191. (z— a) (z—0s) .… (7— an). 

192. [x (n—1) a: (z—a)n-1. 193. rene . 
194, (— 1% (n1 1) aa .… an. 


1 1 1 
195. a... an (a+ ++. + }- 


an 
196. A(r+h)n. 197, (—1}n-1 (n—1) 2772, 
198. (— 17 27-la4as ... an (++ ss +) . 
AT à AS | | +1 
199, (—4) 2 “ ee), 200. RE. 
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201. [[ (1—azx, x). 202. (—1n-12n-2 (n +1). 
k=1 


203. (—1)7 (agbo+-a1b4 +... anbn) b1b2 ... bn-1. 
204. a (a+-b) (a+ 2b} ..,{[a+(n+1) 6]. 


205, zn+(—1}n-1yn, 206. O sin >2. 


207. O si nr > 2. 
208. Soit n—2. En suivant l'indication (partie IT) nous obtenons 


1Haitzs aitz |, + 4 aytre a+ xs 0 rs 
> +z4 1+a+z 01 0 a+ 2 a+ 


. Aie = 14 (ais) + (az 22)] + (a2— ai) (21 — 20). 


Représentant de la même façon le déterminant d'ordre » sous la forme d’une 


somme de 2° déterminants nous voyons que l’un des termes est égal à l'unité, 
n(n—1) | 


2 


n termes sont égaux à a; +zx;, oùi—1,2,..., n,et termes sont égaux 


à (a; — ap) (ze — Ti), où it k. 
Les termes restants sont nuls. Donc nous avons comme réponse : 


14 D Gibai)+ À (ai—ax) (ani). 
i—=1 1>k 


On peut transformer ce résultat en le présentant sous la forme 


(A+ata+ ë .. +ün) (1 + ri + ro + s…. Lzn) —n (ar + aire + .. + antn). 


- n+A4  zæntli 
209. O si p > 2. 211. 2 de 


212. Solution. Il est facile de voir que 
oies de 
Do = Lio (1+ T4 +- 2e 5 


Supposons que 


a a a 
Ant Lio... Tn_ (1 ER 7 ; 2) 
ni LtTs ... Tn-1 AE er 
Alors 
a a En 
An eg an (+++. +2) + 
1 T2 Tn-1 
a a 
antiT2 ... En-1—T1T2 ... Tn (14 ++ vu } ‘ 
Ti Lo Tn 
243. ap24T2 ... Zn G1Y1T2 ... Zn GoY4Yots ... En... 4 AnWiÿa .. Un. 
À 1 Â 
214. — 414 PP: (= Rae . = + —) e 
122 n a + FA + + an 


219. n'i(agrt—+ ani E  ., +an). 
216. Tyün .,. An_1—Gjlo ... an -92 + ue +(—1)7 ay (—1jntt, 


217. Solution. Développons le déterminant suivant les éléments de la 
premiere colonne ; nous obtenons A, —=(a+8)An-1—a@ffAn- Il est facile de 
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Aie a3— 6 . ai— an-1— fBn-1 
vérifier que ee nf = ER. Supposons que Ans = _—_—— : 
an— fin 
An-1 = Er: L Alors | 
”_ an— fn. an-l—fr-1 : anti fpr+i 
An= (a+) a—$ ap af TT ap ‘ 


Seconde variante de la solution. 
Représentons A, sous forme de somme d:+0,, où 


8 8 9 9% 9% ss ee ee 


CR 


0 0  O0...1a+B 


Dans la première ligne mettons & en facteur commun et retranchons 
ensuite de la deuxième ligne la première. Nous obtenons d, = = An - :. Il est 
facile de voir que d,—a?. Soit dh-:— al, alors d, = an. 

Développant 6, suivant les éléments de ‘la première ligne, nous voyons que 


« On = PAn-1- 
11 découle de ce que nous venons de dire que An—=an—<tfBA,_4. Il est 
facile de vérifier que A: — — Supposons que À _4 = -—— - Al 
2 a—f@ : P q R-1— a —B ° ors 
— an —— —— = ————— 
Sn a —$ a—pB 
HR, So MUIEUS, 220. cos n8. 
sin 6 
221, sn— Clan 24 C3 ,san-4—,,, Comparer avec le problème n° 53. 
n—i 
222. sin | (risivi—civiss). 
i= 1 
{ 1 1 
OL à 
3. @09...an (+++. +) 
2E D 1. 1 1 
294. (—1) 2 ” te +). 
24, ( ) 440 An ME EN de 
225, z(ay—7x) (an — x) (2+ L + 4 É } 
1 Ron =. > En —T 
= = 2 PR RE In 
226. (zi— a) (z2— 42) ... (Tn — @n) (1+ PER + + —— |) 


227. Il (zi— aib;i) (+3 EE). 
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228. (—tymn (4 -3 2). 


ñn 
229. Lite... —=Xn-4—=0; = Ÿ +, 
230. (a2—b2}n, 
. 4 . À 1 
231. a(a+b) ...[a-(n—16] (++ NT 
nn ñn a? 
232. rn-1 Il (x — 2a;) (+ ” ° 
1=1 i= 1 s 
233. ma ]] G—2ai) CE on. À 
È 
1=1 


234. 1— by bibe—Dibobz+ . Nb 


235. (— Aya 1 (bia ... On + biboaz .. . {n + ., . + B4bo .. On An)e 


236. (—1)r-1zn-2, 237. (—1)n [(x— 1% —xn]. 
238. apr? (l (bj—a;). 240, 1. 241. 1. 242, 1. 
i=1 
243 CRC Ress Cmen=h k+1 244 Fun 
T ChEnCEn-1 .…. Cnti | 
245. (x— 1). 246. (n—1)l{n—2)1..,1!(r—1)7. 
247. an. 


248, En suivant l'indication (partie 11), nous obtenons : 
An=(2-2) An-1+2(2— y}, 
=(t—y) Ans +y (2), 


Du système d'équations obtenu nous trouvons : 


474 


ne Lo A 


Z— y 
re a (bn-1 an-1) 
249. (—1) PRE ‘ 
n 
250. au We, où f{a)= [[ (ax). 
k=1 
251. ere , où f{x)= [T (x). 
k=1 


252. (a—B}n-2 [ka (n — 2) ÀB— (n—1) ab]. 


n(in—1) : l 
n- 


nén— 1). 
254, (—1) 2?  (nh}r-1 a+?) 


255, (1— zn)n-1, 


256. Si on ajoute toutes les colonnes à la première, on peut mettre en facteur 
a+ b—+c<+d du déterminant et alors tous les éléments du déterminant 
restant sont des expressions entières par rapport à a. 

Ceci démontre que le déterminant est divisible par a + b + c + d. Si à 
la première colonne on ajoute la deuxième, puis on en retranche la troisième et 
la quatrième, il apparaît que le déterminant est divisible par a + b — c — d. 
Raisonnant ainsi, nous montrerons que le déterminant est divisible 

ar a—b—+c—d et a—b—c<+d. II découle de ce qui vient d'être dit que le 
étaient est pal à À (a b+ce+d){(atb—-c—d){(a— b+c—d)X 
xX (a— b—c<+ dd). Pour déterminer À remarquons que le coefficient de a 
doit être égal à 1, c'est pourquoi À = 1. 


257. (atb+c+td+tetf+g+h)(a+b+c+d—-e—f— 
—g—h)(a+b—-c—-d+e+f—-g—h})(a+b-c—-d—-e—f+ 
+g+h(a—b+c—-d+e—-f+g-h)(a—b+c—-d—-e+ 
+f—-g+h(a—db—-c+tdte—-f—-g+h(a-b—-c+d—-e+ 
+f+e—h). 

258. (z+aitaot...—+an)(r—a)(r— a)... (7— an). 


n(n—1) 
2 Pi + PE . Pa—Pi 
259. 2 Il SD —— Il SIQ ———— . 
1Si<RkENn 1Li<hk<£En 
n(n—1) a 
2 Pr TT PR Pi —Pr 
260. 2 Il CS Il Sin — 
n>i>Rh>1 n>i>k>i 
261. 1121.,.n1. 262. [| (a; — ap). 
n+izk>iZ1 
263. (—1)n1121...n1. 
n n 
| ". 
__Ajn-i _—_ PAR ER 
264. (mt [[a I] G@-m (y): 
i=1 nzi>Rk>1 1=1 


Où f(r)={(x—ay) (r— a) ... (2— an). 


265.  [[ (zi—). 
n>zix>Rhk>1 


n(in—1i) 
266. 2 ? I] cos HE ll sin Pi PA, 
n>Zi>Rh>1 n>zi>Rk>1 


267. I] (Zi — Th}. 


n>iSk>1 
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n(n—1) 


2 : — Pi; 
268. 2 Zp4402 - «+ 49, n-1 II sin LIT PA II SiD TU, 


n>Zi>h> 1 n>Zi>Rz 1 


1 
EE EX DT [IL @-2). 


n>i>hk>1 


nr 
271, 113151... (2n—1)1. 272, [[ —* JT Gi). 


Z;— 1 
i=1 n>i>k>1 
273,  [[  (rai—axb). 274  [T sin(ai—o). 
nHiZh>i>i 1<ihEn 
275. [| (ay — ap) (ajax —1). 
1<i<Rk<En+ 1 
(n—1)2 Pi + Pr —Pi 
276. 2 Il sin Il sine, 
n—121>Rk20 n—12zi>Rk20 
277. 2n(n+D sin &p sin Gi ... Sin Gn I] sin LR % 
| n>i>Rhk>0 
. À; —CR . 
X II sin + 
n>i>Rhkz>0 
278. [tire ... n—(r1—1)...(tn—1)]. [[ (ci). 
nZzi>RhZz 1 
A _ 
mreern (++) IT Gien. 
n>zi>Rk>i 
280, (riz... +an) [| (ia). 


n>zi>h21 


281. On-s [] (zi—z}), où 6, désigne la somme de tous les produits 
. n>zi>k>1 : 
possibles des nombres x4, Ts, .,., Œn pris p à p. 


282. [2z1to ... Zn —(xy— 1) (zo—1) ... (tn —1)] [| (2, — zx). 


n>i>h>1 
283. x2 (x2—1)1, 284. 2x3y (x—y}8. 
n(n—1) 
285. 112131... (n—1)lx ©?  (y—zxn. 
R(k— 1) 


286. 112131...(k—1)lx Ÿ (yi— x)h (ya— ah... 


se. (YUn-n —2)À [[ (Yi — y j): 
n-kzi>jzt 
287. (y—zx)ktn-h), 
288. b)9;c)5;e) 128 ; f) (ao — bib2) (cico — did); 
g) (z3 — 22) (za — 23)? (xz — m1); 


h) (A2 — a?) (a — By 1 [a + (n — 1) B]; 
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KR) (ts — za) (xs — 2e) (xs — 2e) — 2 (xs — 2) (ra — )}; 
m}) 27 (a + 2)3 (a — 1)$ [3 (a + 2} — &x?] [3 (a — 1)? — 4x°F°. 
Remarque. Ce problème est un cas particulier du problème n° 537. 


289. a) |—5 —2|. b) 8 17 c)| 7 
mar A 41 —6 5; A Hana 
3 8 —3 A4 TAN 
RE . 


290. a) 24; b) 18; 

c) (a+b+c+d)(atb—c—dj\(i—b+c—d)(a—b—c+d). 
291. a) 256, b) 78400, c) (a2+b2+c2+d2)4. 

292. D [|]  (ri—æ). 


nZiRhz1 
298. a) CCZ ... CR  [[]  (ai—an) (bn —bi); 
nZzi>RhZ0 
b) [|  (œi—ax)(Bi—Ba). 
n>i>kzi 
294. O si n > 2. 295. Il (Gé—zi) [| (i-2. 
i=1 n>i>hk>1 
296, —(a2+ b2+c2+ 42H78 m2+ n2 + p2)4. 
297. 4 sin . 298, 4 sin4 p. 
299, Désignons 1e déterminant recherché par A. Son élévation au carré 
montre que | À el D'autre part, A— (eh —es), 
n—1Z>Rk>s>0 
Posons ei = cos = +isin—. Alors e— e? et 


k R— —R 
A = Il (ek—es) = [[e;*s]] (e! Se; +8) — 
n—1>Rk>sz>0 
n(n—1) 


| k — 
= [[er*. 4 [I 2 Sin —— DE . Ensuite, sin O9 x > 0 pour tous les k,s, 
12 


Par conséquent, n° —| A _| [I 2 sin { _ C9) [I 2 Sin -———— = DT . C’est pour- 


nn nn(n—1} n(n—1)2 n 0 
2 | hkts 2. 2 D 2 ie 
quoi A=n Il £, —n U €4 =h 1 == 


n—1Zk>s20 


n _(n—1)}(n+2) 


n— 1 
k 2kn , ._ 2kn 
300. Il (ap aEr + ae? +... +an1et t), où Ex — cos +-i sin re 
k=0 


301. —y4+ 24 ut 4ry2z L 4xzu — 4rtyu — 4yz2u — 91222 + Dytu?, 


(2 Sax. 11769 477 


303. 2-1 sj n est impair, 0 si n est pair. 
an 117 — nnan(nti1) 


304. (— 1e UF 1) 


(1—a7)2 . 
n—i 
305, (—1)m-1(n—1) [] (itast ant), où exmcos + 
k=0 
+ i sin eu 
« l Ë n— 4 2k 
306. po () pa (E) ... Pa-1 (t), où pa ()— ESRI ER = COS — + 
+ i sin 2 ; 


LE le résultat du problème no 402, la réponse peut être présentée 
sous la forme 
ñn— 


[] En (ex — 17]. 


R= 1 
307. (—2)n-1(n—2p) si (nr, p}=1; 0 si (n, p) & 1. 


308. 2n-2 (cosr +1). 
309. 2-2 sinn-2 © … [si nn UT? o — sin? & |: 


310. (—1}n.2n-2 sinn-2 Le (+7) cos" (24-99) ] . 


(R+1) (2n+1) 
12 


311. (—1)7-1 nm-2 [(n 4-29 — nn]. 


n— 1 
313. [[ (ei+ax+asei +... +ane-1), 
k= 


OÙ Ep — COS Sa 12 È + i sin __ - 


n 
315. [L (a + aopi +030? +... +anpt-1), 
— 


OÙ P4s Pa --. Pr Sont les racines d'ordre x de pu. 
418. Solution du problème n° 223. Ajoutant 1 à tous les éléments du 


| &s 
déterminant 0 @2---( , nous obtenons le déterminant A. 
| 0 0 ...ah | 
Nous avons 
Am ayes … ant D : Ain : 
R=1 1—1 
 - 1 1 1 
ÿ D A jp = Uj09 .. fn (+++) ° 
k=1 i=f 
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+ 


Solution du problème n° 250. Désignons le déterminant à calculer par A. 
Nous avons : 


A—(a—2) (ay—2) … (an —2) +2 D Ain ; 
A=(a;— y) (aa — y) .. (an —y) +4 D Aih 


où Ÿ} Aix est la somme des cofacteurs de tous les éléments de A. Il est facile 
de déterminer À du système d'équations. 


| 
323. II (a; — ap) Il (bi — bp) ——— 
1<i<hEN ILÈCREN (I Î a 


i= 1 
Li] 


où f(x)= (2 +)... (+ ba). 


905. [e+ V2 4ab 4ab je — [ce— V/c2—%ab ETT li 
2n+1 H1 1/02 46 4ab 


906, LP+Vr?—4l" A Lo Vrai 


327. ee où ap est la somme de tous les 
14 12 .-. din 
= r , a .. . Q 
mineurs d'ordre k du déterminant | %1 “22--: 42n |. qui s’obtiennent de 


Ant An2... Ann 
celui-ci en éliminant les (7 — X%) lignes d'indices Œuis Dos « e «ÿ «  + An-2 et les 
colonnes de mêmes indices. 


328. (n + 171, 329. (x — n)r+i, 

330. (22 — 12) (x? — 32) ... [2 — (2m — 1}9] si n = 2m; 

x (a — 2?) (at — 4%)... (x — 4m?) Si n — 2m + 1. 

331. (z+na— nr +in—2a—-n+iliz+(n —4)a— n + 
+ 2]... (z— na). | 


n in—1) 
2 D 1121... (n—1)118 
332, (—1) L(n—1) 1e, 333. ETES NES Ban 
334. tea Ben er en) PQ ten su a), où À désigne le déterminant de 
Vandermonde. do 


42* 


335. 
336. 
337. 
338. 
339. 
340. 
341. 
342. 
343. 
344. 
3495. 
346. 
347. 
348. 
349. 
350. 


351.. 


352. 
393. 


394. 


355. 


356. 


397. 


358. 


Chapitre 3 
SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES 


= D Le 2; — 1. 

= 1: D 2. I —.- 

2; 2: Ta — —2; La —= 3: 

Zi = 9, To — 4 : L3 — 5. 

= L—= —1;, za—= 0; r = 1. 
H—=AÂ; 2— 2; 23 = —1; 2, — —2. 
M = —20};, x = 2; LT 39: =); 
ti = 41: Xi =— 2; Ya = À: T1; 

UM 2: == 7, —(; 


= Li —= La = di = 0, 

DAS m1; 2;= 0 2. 
== Li -1 — 0. 

PL = Lo — 23 ty — 0: 

Mimi Le 1. 1: =: 1 mg T: 

= G= Ls = 2 12 — 0. 

mA; 2= —1, 231; = —1, 25 = 1. 

m= 0; m—2; za —2; m0; xs — 3. 

= 2, t—0; za —2; z—= —2; 2 = 1. 

Le système ayant une solution non triviale, son déterminant est égal 


Le déterminant du système est égal à — (a? + b? + «2 + d?}f, 
n 
a ÿjan—a;l(n—1) a+] 
k= 1 


TELE 


f (Bi) : | ù 
Tj= —— y, OÙ f(z)=(z—b4) (z—b:) ... (x —bh), 
PB pts (2— Pa) (a— Br). (2 —Bn) 


f (&) : Dia _ ne 
GE Go) f (a)! OÙ fr) =(z— 1) (z—@z) ... (z—an). 


Lo tu où tn — .. 
#= 2 f' (æ) Ps,i, OÙ f{ ) (x 4) ... (z An) ; 


Pa,i= D GHOs > la sommation est étendue à toutes les combinaisons 


Îts Los .-- 
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, ns des 1; 2, 1 i — À, +1, ..., n. 


—A\rtly; L 
359. D Lines Han Pi,es OÙ f(x) = (z—œ3)(T— 2) ... (2—Gn); 


RAC 
Pi,e= da CR ES la sommation est étendue à toutes les combi- 
naisons 4, Los ..., ni des 1, 2, ..., s—1, s+1, 


360. x; Dee , OÙ tale, Han=(r—1)(z—2)...(a—n). 


361. C*.CÀ, 
365. a) Ne sera pas modifié ou augmentera de 1. 
b) Ne sera pas modifié ou augmentera de 1 ou de 2. 
366. 2. 367. 3. 368. 2. 369. 2. 370. 83. 
371. 3. 372, 4. 373. 3. 374. 2. 375. 3. 
376, 5. 377. 6. 378. 5. 379. 3. 380. 4. 
383. Les formes sont indépendantes. 


tue — Ya —— Y3 — 0. 985. U1 + oy2 — Yÿ3 — Q : 2y1 Fee. 
— Ya — 

386. Les formes sont indépendantes. 

387. yr + ya — ys — ya — 0. 388. y — y2 + ya = 0; Os — 
— 4y2 + ya = 0. 

389. Les formes sont indépendantes. 390. Les formes sont indépen- 
dantes. 

SM. ya + y2 — ys — y = 0. 392. 2ys — y2 — ya — 0. 

393. 3ys — ya — ya = 0; Ya — Ya — Ya — 0. 

394. Les formes sont indépendantes. 395. ya — y2 — ys — ya = 0. 

396. Sy — 2y2 — ys + Ya = 0; ya — Ya + 2ys — y5 = 0. 

397. À — 10 ; Sy + 2ye — 5y3 — ya — 0. 

398. L3 — 2To — Lis Ti —= 4. 399. À = 5. 

400. Le système n’a pas de solution. 401. z, = 1; Te = 2; 
T3 — —2, 

402, sd: m2: 251. 403. = — 78 ; m2. 

404. Le système n’a pas de solution. 405. x1=0; 22: x =: 

4 

Ta — "3° 

406. z= —8; 22—3+ ra; 23—=6+ 27. 

407, T —= 2" To—rzz3= tif. 408. Li=T2= T3= za = 0, 

3t3— 1374  19x3—20x, 
409. T4 — — 47 SH 17 « 


7 | 9 z 
410. T1= TR T5 — T3) Ts 25 43; Ta 


A1. ti —16+-13+za+t- 5755 2—23-—0Dra— Dr, — Gr. 


—htatTas, , _—htatSzs, , ras 
8 ? 2 Ù 8 8  ” 


412. Ti — 8 
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413. ri—=to— 30; 2, —%. 


TRES ES + 


415. 7 ÈS : 


À + 323 — Srs + drs 
RE ep 1 1% 


416. Le système n'a pas de’ solution. 
417. Le système n’a pas de solution. 


418. n=—, 2e —1—$ ; z3—=0 ; a= 1-5 
A+ 5x 4 — 7x 4+5z 
49, =, TS, 2 SE 


420. Le système n'a pas de solution. 

__bi+ect—a2, . ar+e—p ,_ e+b— ci 

pe "Zac  ? *— 2ab 

EL, 42 T . Sete) 
R+2' TREI' A2 


Si À — 1, le système possède les solutions dépendant de deux paramètres. 


421, z 


422, Si (A —1}(À +2) £ 0, z— 


Si À = —2, le système n’a pas de solution. 
423. Si (—DUA+DLO, = I Fe os | 
2H, 2 “AB SA2H+2R +1 
À +3 1+3 ° 
Si À — 1, le système possède les solutions dépendant de trois paramètres, 
Si À = — 3, le système n'a pas de solution. 


424. Si a, b, c sont tous distincts, ; 
£2= abc; y —= —(ab + ac + bc); z= a+ b+c. 


Si parmi les paramètres a, b,e deux sont égaux, les solutions dépendent d'un 


paramètre. 
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Sia— b—= c, les solutions dépendent de deux paramètres. 
425. Si a, b, c sont tous distincts, 


7z—%b—d)(c—d), ,_(a—d)(c—d), ,_(a—d)b—d) 


G—a)(c—a)' *T(a—b)(c—b)' *—(a—c)(b—c)" 
Sia—= b;a-Æc;d— aoud—= ce, les solutions dépendent d'un paramètre. 
Sib—c;a-b;d— a où d = b, les solutions dépendent d'un paramètre. 
Sia—=c;a-b;d— a ou d — b, les solutions dépendent d'un paramètre. 
Si a — b — c — d, les solutions dépendent de deux paramètres. 

Dans tous les autres cas, le système n’a pas de solution. 


21, 1, ,_ 2ab—4b+i 
ba" TB °T b(a—1) 


Sia=1; b— = les solutions dépendent d’un paramètre. 


426. Si b(a—1) Æ 0, T2 


Dans tous les autres cas, le système n'a pas de solution. 


” _ a— b ._. _ 4b+b—2 
427. Si b(a—1) (a 42) 4 0, Genoa ou Dor2 +2 


Si a — —2; b == —2, les solutions dependent d'un parametre. 
Si a— 1; b— 1, les solutions dependent de deux parametres. 
Dans tous les autres cas le système n'a pas de solution. 


_ MaLM-n—p , 
428. Si (œ—1)(a+2) 0, z— (a+2)(@a—1) ‘ 


a na+n—m—p, — pat+p—-m—n 
(æ+2)}(a—1) ” (a+ 2}(a—1) ” 
Sia— —2 et m + n + p = 0, les solutions dépendent d’un paramètre, 


Si &a = 4 et m— n-— p, les solutions dependent de deux paramètres. 
Dans tous les autres cas le systeme n'a pas de solution, 


_æ@(b—1).  b(aî—1). a—1 
429. Si a(a—b) 4 0, z= Es Vu 1 1 ba)" 
Si a= b— 1, les solutions dependent de deux parametres. Dans tous les 
autres cas le systeme n’a pas de solution. | 
430. À — A3 (À — 1). Pour À = 0; À = 1 le système est incompatible. 
431. A= —2. Si 420, z—i—-k;  y= li; z—0.Sii-<0,z= ti; 
z = 0; y est arbitraire. | 
432. A = (k — 1} (k + 1). Si k = 1, la solution depend d'un parametre. 


Si k — —- 1, le systeme est incompatible. 
433. A— a(b—1) (b +1). 
Sia—=0; b=—5, y 7: 1= + : æ est arbitraire. 


Sia—=0;b-#Æ1et b 5, le systeme est incompatible. 
Sib—=1,2—= 0; y — 1 —az; x est arbitraire. 


Si b— —1, le système est incompatible. 

ae a) A = —m (m + 2}. Pour m = 0 et m— —2 le système est incom- 
patibie. 

b) A mm? —1). Si m— 0; m— 1, le système est incompatible, 
Si m— —1, la solution depend d'un parametre. | 


A=A(G—-1) (4 +t).SiA = 1;À— —1, le système est incompatible. 
Si À — 0, la solution dépend d'un parametre. | 

435. a) À = 3 (c + 4) (c — 1}. Si c— —1, le systeme est incompatible. 
Si c = 1, la solution depend de deux parametres. OU 

b) A (À — 1) (À — 2) (À — 3). Si À — 2; À — 3, le systeme est incom- 
patible. Si À — 4, la solution dépend d'un parametre, 


c)A= d(d—1) (4 + 2). Si d = 1; d — —2, le systeme est incompatible. 
Si d = 0, la solution depend d’un parametre. 
d)JA = (a — 1} (a + 1).Sia— —1, le systeme est incompatible. Si a — 1, 
la solution dépend de deux paramètres. 
436. 437. Si, et seulement si, 
z y A %1 Yy 1 
T1 Ut 4 | —=0. T2 Yo 4 | =0. 
Ze Yo À Z3 ÿY3 À 
438. Si, et seulement si, 439. Si, et seulement si, 
20 y2 1 
+ T6 + 40 To Yo 
| Ti yi 1 ya À 
&> D2 Co | —=0. == (), 
Ti YÈ Ze Ye 1 
43 3 C3 S.à 
2$+Y$ Z3 Vs 1 
440. (z—1)3+ (y —1)2= 1. 441, y2— y —0. 442. y—23—1, 


183 


Ta Ys 21 À 
T3 Vs s 1 
Zn Ya 24 À 
445. 224 y2+22— x — y —7 = 0, 
446. Si, et seulement si, 447, Si, et seulement si, 
.le rang de la matrice le rang de la matrice 
%4 Ys ai b1 C1 
La Y2 1 az D C2 
In Yn 4 | än bn Cn 
est inférieur à trois. est inférieur à trois. 


448, Dans un même plan si, et seulement si, le rang de la matrice 


Ty Y1 Z4 À 


T2 Ua Z2 1 


. = ee 


Tn Yn Zn À 


est inférieur à quatre. Sur une même droite si, et seulement si, le rang de 
cette matrice est inférieur à trois. 


de 


est 


449. Tous les plans passent par un même point si, et seulement si, le rang 
la matrice 


An Bn Cn Dr 


inférieur à quatre; ils passent par une même droite si, et seulement si, 


le rang de cette matrice est inférieur à trois. 


184 


450. Œyy io... Mi, n-1 Gin 


24 Ap2... A, n-1 An 0 


. + + ee ee » 


An An2... An, n-1 Ann 
4—2400 
453. Non. 454, Par exemple, ( —201 o) + 455. Oui. 
5 —6001 


456. Solution. Soit 


Gis Oz --. Lin Rai A2... Mir 
A Œ24 X22 on |. B 24 des hor 
: L 

Xrt Ar2 ... Qrn Apt A2 Rpr 

r r 

D his@ss … > À son 
CES | 8=1 
BA Se D | 


On voit tout de suite que les lignes de la matrice BA sont les solutions du 
système. Par ailleurs, comme |B | 0, 4 — B- (B4}, autrement dit, les 
solutions données par la matrice À sont les combinaisons linéaires des solutions 
données par la matrice BA. 

457. Solution. Soit 


Œyi Xi ... Lin Vi1 Vi2 -. Vin 
A=| %21 22... Qan |. c—1À V21 Y22-.. Yan 
rs pa... Urn Vri Vrz ee Yrn 


Puisque C représente le système fondamental de solutions, &@1 — AY + 
+ AyaVas + : -. + ur Yi et ainsi de suite, autrement dit À — BC, où 


(” 42... Air | 
hrs ra ere rr 


D'autre part, À aussi représente un système fondamental de solutions et c'est 
pourquoi |B | 0. 

459. Par exemple, 

T1 = + Ca + dc; Zoe —2cy — Deco — Gcs5 E3— Ca, Ti — C2; 
25 — C3 (cf. la réponse du problème n° 454). 

460. x, — 1lc; = c; xs — —"Tc. 

461. N° 408. Li — L—= Lg — Lg — 0. 

Ne 409. 21 —= ca + 1862 :: 22 = 19c4 + 20co; 28 — 17e, zx — —1Tce. 


Me 410. zu = € + 7e; To —= —€C1 + Sc; T3 —= —C41; Zi == 202; 
Zs — 6c2. 


MN 412. 2 = € + Too; Zoo = c + Sco, za = — ce — 5c2, 2 = —204; 
Ts = Co. 

Ne 413. z —= 0; Lo — 0 ; T3 — 0; Tic: LT5s — C. 

462. x = — 16 + © + c2 + 9c3; 


to = 23 — 2e, — Deco — 6c3; 
Ts — Cyr La Co, LE = Cas. 
463. NS 406. x — —8; z—3+c; z3—= 6 + 2c; x = ec. 


M 414. m—= 03; 2— 2+a + co — Scs, La—= C3: Zi = C2; 
Zs —= — À + 3c3. | 


RTE 2 = 1H —-c + cs; 23 — 204, x — 
Ca. 
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Chapitre 
MATRICES 


ao) (2): m5) 


5 —1 15 4 
6 2 —1 000 
€) ( 1 1) d) ( 0 o) 
8 —1 4 000 
1 9145 
€} 1 —5 5 91]; 
12 26 32 


a+b<+ce b2+2ac a+ b2+ 02 
3 a+b+e atb+e 
ee: 15 20 3 —2 
465. a) (62): b) ( s co) {, ‘): 
3) nn): of 
{ nn 
à) nr. ; EE sie à 


a+bæ+e  a2+B2+e2 B2+ ac 
’ ] 


01} sinn@  Cos np 
466. 17 2 cos p sin 
145 .. c): 
_œ n n?2 — Sin p Cosp 
ñn 
ou to =—. Par consequent, 

œ 7 n 

ee n3 : 
n = (: a? ( COS nQ Sin np 

_«, = +) " V—sinrp sr 
nr 


La limite du premier facteur est egale à 1. lim np—@ lim es = 
Læ] 


n->00 p—r0 
C'est pourquoi 
LE N 
lim n Cos & sin œ 
_a, ie ee 
n 
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467. a) (A+ B)2— 424 AB+ BA+ B?= 4?+24B+ B?. 
b) (4+B}(4—B)= A2— AB+BA-—B2= 42 B2. 
c) Se démontre par récurrence. 


— 40 —4 —7 000 
468. a) 6 14 s) b) ( 0 o) 
— T 5 —4 000 
| 2y 
469. a) (_, 2)= EN E+V4; 
z y ( 
b) ( É =(xz—y)E+yA; C) | u UV ) 
3t—3r—u t—3y —0vt 
51 3 00 
470. a) 80 3: b) Co) 
—2 1 —2 


471. Se vérifie par calcul direct. 

472. Les polynômes F (x) = ao + &x + ... + az" tels que F (4) = 0 
existent, car l'égalité F (4) = @£ + «A +... + a, AT = 0 est équi- 
valente au système de #7? équations linéaires homogènes à m + 1 inconnues 
Gps Us + + + Am, QUI pour m > nr? possède des solutions non triviales. Soient F (x) 
un DoynRe quelconque Bou lequel F (4) — 0 et f (x) le polynôme de degré 
le plus petit parmi les polynômes jouissant de cette propriété. Alors # (x) — 
—= f(x) g (x) + r (x), où r (x) est un polynôme dont le degré est inférieur à celui 
def (x). Nous avons r (4) = F(A} — f (4)-:q (A)}—0, par conséquent, r (x) — O0, 
sinon E Fra contradiction avec le’choix de f (x). Ainsi, F (x) — f (x) q (x). 

473. Soit 


Gi4 12 ... Gin bis ... Bin 
Al... ; B — CE 
Œn4 An2 ... Ann On -.. Onn 
nn 
La somme des éléments diagonaux de la matrice AB est alors égale à DS a;xbys. 
i—1 k=—1 
La somme des éléments diagonaux de la matrice BA est exactement la même. 
Aussi la somme des éléments diagonaux de la matrice 4B — BA est nulle et 
l'équation AB — BA = E est impossible. 
Remarque. Ce résultat n'est pas vrai pour les matrices avec des 


éléments du champ de caractéristique p 0. En effet, dans le champ de 
caractéristique p pour les matrices d'ordre p: 


010...0 000... 0 
001...0 100 0 
AT ren k B=| 020 ol: 
000.148 NV ....... 
\000...0 000...p—10 


nous avons 4AB— BA=E. 
474. (E— A)(EH AH AH... LAR-I)=E — Ah=E. 


475. ( he? bem — 0, 
C —©€ 
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476. Si A3 = 0, alors A2 — 0, En effet, si 48 — 0, on a | À | — 0. Par con- 
séquent (cf. 471}, A? = (a + d) 4, 0— A3 = (a + d) 4? = (a + d} À, d'où 
a+ d—0et A = 0. 


477. + E: (° ê 


€ —a 


}: a — À — bc. 


478. Si À — 0, X est une matrice quelconque. Si | À | 0, alors X — 
— 0, Enfin, sil À } = 0, mais À -Z 0, les lignes de la matrice À sont proportion- 
nelles. Soit & : B le rapport des éléments correspondants de la première et de la 


deuxième ligne de la matrice À, Alors X — => de 


_ By 1 pour tout x, y. 


479. Soit À — ( ne 
C d | 
1) Si À 0, mais a + d — 0, ad — bc — 0, aucune solution n'existe; 
2sia+td-Æ0, (a — dj + 4bc— 0, (a — d), b, c ne sont pas simultané- 
ment nuls, deux solutions existent : 
î 3atd 2 
A ————— ( LS - } ; 
2 V°2(a+-d) 2c a+3d 

3) si ad + 0, ad—bc—0, deux solutions existent : 


1 b 
Po Ve (ea) 


4) si ad—bc = 0, (a—d)2+ 4bc = 0, quatre solutions existent : 


A2ba—d : 
1 
À = ÀÂ2—a+d}|, 
c à 


où A+ Va+d+2 Vad—br; 
5) si a—d—b—c-0, un nombre infini de solutions existe: 


X=+VGE et x= ( ne 


3 —T 
cù rx, y, z sont liés par la relation 2241 yz=a. 


5 —2 À d —b 
4 è . a . 
Ve) (_: 1) ji à ad — bc Es , 


1 —2 7 
c) ( 1 =); 
90 O0 1 


1 —3 11 —38 


dt — 
Q 414 —2 7 rs 

d) | e) 4 —5 —3|; 
0 0 4 —2 on À 
0 O0  Q 1 E 
4 4 1 1 

a 4 41 —41 1 

Va 4 —14 4 —1 |’ 
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2 —1 0 0 2—n î PE | 


9 » Ü 0. " À 2=n 2 1 
8) 34 —4149 3 —4 dre | 4 2—n.., 1 : 
— 23 14 —2 3 PU NN 
1 Î 1 —n 
4 Â 4 { 
i À gril é 2 gentil 
de À g-2 g-4 g-2n+2 ë 
Â gntl g-2n+2 us g-(n-l)? 
don Le(n—1) 1-(n—2)... 1-1 
Ae(n—1) 2(n—141) 2:(n—2)... 2-1 
DT Ae(n —2) 2+(n —2) 3e(n—2)... 3-4 |: 
1.1 2.4 341 ...n1 
2—n? 24n2 2 2 
4 2 2—n22+Ln2,,. 2 
2n3 d SH Se rent as dre re de Loti 
24+n?2 2 4 2—n? 


bica + d bc; .. bn — C1 
bic, bats+d ... bnts 02 
bon ….. bnCn + d —Cn 

— by ... —bn 


_ 
"4 
| 
pos 
©° % 
< = 


OÙ d—a—b4cg—boca— ...—ÜnCn; 


f— fox" zf— far an 1 f — fn-17" zn 


—fornl f—finn-l ,, anèf— fh gen ani 


0 0 0 0 5  v = æ ee 


— J{x f— În-12 z 
. — f1 — fn-1 1 
où ne fiat + a... fn = ao, Hans, f= apr tan it... 
+ An ; 
Ai, © 2:50 À? Ana... MiÂn 
[0.0 | sf um 4 ha 
D Les ms G FETE SE Aie. Mr a nl 


H | 
0 O0 ...AÂn Rats At: 28 


p=1+hithki+... tn; 
ai +AB-IUV B-1 os n 
O Do 


— \VB-1. À "a VB 
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c) 00 0 


14 1...1 
24 13 n—114141 À 
\ L = .…. 
& (_% _48); ÿ CS NS E 
1-1: 21 
1+a b ——. 
}) À = (Tr io) ; g) X n'existe pas. 


482. Il suffit de multiplier à droite et à gauche l'égalité AB— BA 
par A”t. 


483. ee s) 
_4 —1 


484. Si AS—E, alors | A|S—1, et, comme les matrices doivent être 
réelles, }.4|—1. Posons 4— ( ) . Alors, égalant A1 et 42, nous obtenons 
aisément que A—E ou bien a+d=— —1, ad—bc—1. 

485. A=+E ou A— ( . , de plus, aî+bc=+ 1. 


a b 0 1 
—b a —10 
quent, la correspondance aE +bI —> a—+-bi est un isomorphisme. 


486. )=2E+ bI, où 1— . Alors /2= —E et, par consé- 


bi c+-di 0 
487. Posons ( nt ,)=2E + br +0) +dK, où le C | ‘Tes 
—c+di a—bi Q —i 
01 0 à 
= | 0) | K=(, 0)” Donc [2=J2=K1=—E, [J=—JI=K, JK=— 
— L 


—-—KJ=1, KI— —IK=J. 11 en découle que le produit de deux matrices 
de la forme a + bI + cJ +dK est une matrice de la même forme. Il en sera de 
même pour la somme et la différence, de sorte que l’ensemble de matrices 
considéré est un anneau. Ensuite | 


a+ bi c+di 
—c+di a—bi 
Donc, chaque matrice non nulle possède une inverse ot de l'équation 4,4: — 0 


(ou 424: — 0) pour 41 - 0 il découle que 42 — 0. L’anneau des matrices con- 
sidéré réalise l’algèbre dit des quaternions. 


488. . (a E + b,I + ciJ + di K) (aE + bol +- CoJ + d2K) — (aa — 
a bib: — C102 — dido) FE +. (aib2 ne bia + C1do — dice) I + (aico — bid2 + 
+ Cite + dibo) J -|- (aida + bico — c102 + dia2) K. Passant aux déterminants 


| A|— ma bète2+ dt 0, si À £ 0. 
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nous obtenons (af + bf + cf + df) (ai + b3 + 4 + dà) = (aiao — bibz — 
— C2 — dada) + (aibe + Diaz + cade — dic2)? + (aico — bide + ciae + 
+ a) + (aide + bice — cabe + dico). 


. La Le de deux lignes de la matrice est réalisée en multi- 
pliant à gauche par la matrice. 


1 


L'apération b est rcalisée en enultipliant à gauche par la matrice 


1 | 
4. . 1 
nn. _ . | 
cl 
4 4 


L'opération c est réalisée en multipliant à gauche par la matrice 
1 


1 
Les opérations a, b, c sur les colonnes sont réalisées par multiplication à 
droite par les mêmes matrices. 
490. Comme on le sait, chaque matrice À peut être ramenée à la forme dia- 
gonale R par les transformations élémentaires a, b, e sur les lignes et les colonnes. 


C'est pourquoi pour la matrice donnée À on peut trouver une matrice de {a for- 
me À telle que R= UiU: ... UmnAViVa... Vr, où Us, . 


L 1 7 Ur 
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V,,..., V, sont des matrices de transformations élémentaires. Ces matrices 
sont toutes non singulières et possèdent les matrices inverses. 

Par conséquent, À — PRO, où P et Q sont des matrices non singulières. 

491. En vertu des résultats des problèmes n0% 489, 490, il suffit de démon- 
trer le théorème pour les matrices diagonales et les matrices correspondant à 
l'opération a, les matrices correspondant à l’opération b ayant la forme demandée. 
il est facile de voir que l’opération à Se ramène aux opérations b et c. En effet, 
pour intervertir deux pue on peut ajouter la première à la seconde, puis re- 
trancher la seconde de [a première, ensuite ajouter la première à la seconde et 
enfin multiplier la première par — 1. Ceci est équivalent à l'identité matricielle 
E —e;; — eng + ex Ten; = (E — 2epp) (E + ex) (E — ex) (E + e;x). Pour 
les matrices diagonales le théorème est évident : 


Ge + a2e29 +... + anenn = (E + (ai — 1) ex) (E + (ao — 1) eco) . .. 
RE (as De) 
492. Soit 
A = PiR1Q1, B — PoR2Q2, 


où P,, Q:, P2, O2 sont des matrices non singulières et R; et R: des matrices ayant 
respectivement r, et r2 éléments égaux à l'unité sur la diagonale principale et 
dont les autres éléments sont nuls. Dans ce cas AB — P,R:Q:P3R20Q, et le rang 
de AB est égal à celui de R,CR:, où € — Q:P2 est une matrice non singulière. 
La matrice R;CR: s'obtient de la matrice C en remplaçant tous les éléments des 
dernières nr — r; lignes et r — r, colonnes par des zéros. Etant donné que la sup- 
presion d’une ligne ou d’une colonne fait abaisser le rang de la matrice d'au plus 
une ne le rang de R,CR: n'est pas inférieur à n—(n — r;) — (n — r2) — 
— F4 T9 — HN. 
493. Découle directement de la proportionnalité de toutes les lignes de la 
matrice de rang fi. | | 

494. En vertu du résultat du prohlème n° 492, le rang de la matrice recher- 
chée À est égal à 1 ou 0. Par conséquent, 


Au tie Ms 
af LEE is) 
As Asie Àsus’ 
La multiplication immédiate donne 


0— A41—= (ii + Aa + Àsus) 4, 
d’où il vient que Aips + Aouo + Àsuz — 0. | 

495. Supposons que À donne une solution du problème différente de la so- 
lution triviale À — + £. Donc l’une des matrices À — E ou À + E est de 
rang Î. 

Supposons que 

hys Mie Aus 
A+E= (ou hab as) = B, 


| Asus Âge Àgl 
Donc 


A2=E—2B+ BE (hu + houo + hou —2) B, 
d'où il découle que pour que 4? — E il faut et il suffit que soit réalisée la con- 
dition Ali + Aobe + Asus 2 De façon analogue on considère aussi 
le deuxième cas. 

496. Supposons qu’on ajoute à la matrice (4, B), où 


Œi1 -.. ik b11 ve Dis 
le ris | Bei sss EL 
mi :.. Amk RCIERT ms 
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la colonne C— dont l’adjonction à [a matrice B n'augmente pas 
le rang de celle-ci. Dans ce cas le système d'équations linéaires 
basys À ee + disys = Ci 

bai Fe. + Omsÿs = Cm 

est compatible. Mais dans ce cas le système 
durite. + Gap + baaya À ee Æ dasÿs = C1 
AmtTi + ... + AmkTk + bniys + ; . + bmeÿs — Om 

est aussi compatible. Par conséquent, le rang de la matrice (4, B) est égal au 
rang de la matrice (4, B, C). | 

Supposons maintenant qu'on adjoint à la matrice À les colonnes de la ma- 
trice B une par une. En vertu de ce que nous venons de démontrer le rang dela 
matrice ne peut alors augmenter de 1 que quand le rang de la matrice B augmente. 
Par conséquent, le rang de (4, B) << rang de À + rang de B. 

497. Soient r, et r2 le rang des matrices (£ + A) et (£ — A). Etant donné 
que (+ A)+F(E — A)=2E,r + rs > n. D'autre part, (£ + À) (£ — 
— A)—= 0, de sorte queO0 > r; + ro — n. Par conséquent, rñ + r = n. 

498. Le rang de la matrice (E + À, Æ — À) est égal à n. Isolons de cette 
matrice une matrice carrée non singulière P d'ordre nr. Supposons que ses pre- 


mières r colonnes appartiennent à E + À, et les n — r colonnes restantes à 
E — A. Donc, en vertu de (£ + A4) (E — À) — 0 nous avons 


11 -.. gir 0 ...0 
(E+ À) P — ren Ge FOR | 
Ant... nr 0 
| 0..,0 Yi, r+1 in 
(E— A) P— si à: Sole G LE | 
0...0 An, r+1-.- Ann 


En additionnant ces égalités, nous obtenons 


Gt1 --. ir di, r+1 -.. Jin 
DD 24 fe en eee eu le 


An1 -.. Anr Ansr+4 ++ nn 
Et les retranchant l’une de l'autre, nous obtenons 


Œat +. ir A, r+1i ... —Qin 4 
DAP=t nm Lise Le ss lx=9p 


D'où il découle immédiatement ce qu’il fallait démontrer. 

499, Si AA-1— E et si les deux matrices sont formées de nombres entiers, 
nous avons | À |[A-1|— 1, d'où il vient que | À | — +1, puisque | À | et 
| À | -? sont des nombres entiers. Il est évident que la condition | À [= +1 
est aussi suffisante pour que les éléments de la matrice À -* soient des nombres 
entiers. 
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500. Soit À une matrice non singulière à éléments entiers. Parmi les élé- 
ments de sa première colonne il y en a non nuls. En multipliant certaines lignes 
de la matrice À par —1, on peut obtenir que tous les éléments de la première 
colonne deviennent non négatifs. Choisissons parmi ces éléments positifs celui 
qui est le plus petit et retranchons la ligne qui lui correspond d’une autre ligne 
quelconque dont l'élément correspondant à la première colonne est positif. Nous 
obtenons de nouveau une matrice avec des éléments non négatifs dans la première 
colonne, mais l’un d'eux est plus petit que celui de la matrice initiale. Nous con- 
tinuons le processus autant qu’il est possible. Après avoir répété ce procédé un 
nombre fini de fois nous obtenons une matrice dont les éléments de la première 
colonne, sauf un positif, sont tous nuls. Par permutation de deux lignes nous por- 
tons l'élément non nul de la première colonne dans la première ligne. Ensuite, 
sans toucher à la première ligne, nous. obtenons par les mêmes opérations que 
l'élément de la diagonale de la deuxième colonne soit positif et tous les éléments 
situés au-dessous nuls. Opérons ensuite avec la troisième colonne et ainsi de 
suite. En définitive la matrice sera réduite à une forme triangulaire. Alors, en 
ajoutant (ou en retranchant) un nombre approprié de fois chaque ligne à celles 
qui se trouvent au-dessus, nous obtenons que les éléments qui sont au-dessus de 
la diagonale principale véritient les exigences du problème. 

‘Toutes les opérations citées sont équivalentes à [a multiplication à gauche 
par certaines matrices unimodulaires, d'où il découle directement le résultat re- 
cherché. | 

501. Soit À — P,Ri = PoRo, où les matrices P1, R; et Po, Ra vérifient 
les conditions du problème n° 500. Il vient alors de l'égalité P31P, — R°R;! 
que la matrice unimodulaire à éléments entiers € — P51P, a elle aussi une forme 
triangulaire. Soit | 


/ 11 jo ... Ein b11 bio es bin 
| 22 don De bon 
fi à * ; Ro e e : 
Ann bin 


Coo ... Con 


Nous concluons en premier lieu de l'égalité R2 — CR: que bis = cuan, . . 


. bnn = Cnnûnns d'où il découle que tous les c;; sont positifs. Mais c41c22 . . . 
te. Cnn = Î[t]—= +1, par conséquent, ci = co = ...—c,, = 1 et 
dj — bij. 


Da ar . Mais 
an A2 
O << big <Z bo —= a92, 0 Laye << 292, par conséquent, { «32 | << 1, et c’est pour- 
uoi c12 — 0. De façon analogue, comparant successivement (par colonnes) les 
éléments restants dans l'égalité matricielle CR; — R2, nous verrons que tous les 
c;g —= Ù pour k => i, c’est-à-dire que € = FE, par conséquent, R1 = R2, Pi, = P:. 
Ainsi il se trouvera dans chaque classe une et seulement une matrice de la for- 
me À. 
Le nombre de matrices R aux éléments diagonaux donnés &i, de, ..., d, 
est évidemment égal à d:d3 . .. dn-1, et, par conséquent, le nombre de matrices 


R avec un déterminant donné k est égal à F, (k) — >. dada ... 1 La où la som- 
mation est étendue à tous les nombres positifs entiers di, d, ..., dh vérifiant 
la condition did, ... dn —k. Si k—ab, (a, b)—1, chaque facteur d; dans l'éga- 
lité k-—dids ... dn se décompose de façon unique en deux facteurs «&;, 


Ensuite, bio — ciy@i2 + Ci2029 — @u2 À Canoe, d'où ci2 — 
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B; tels que cu ... an — a, fiB2 . .. B, — b. Par conséquent, 


Fn (k) = > dod3 ... al > | aa ... an 1p2f2 . pr 
diedo.. n À HE fer 
4 CEE R : 
= >. oc .. AQU a > B283 4 pri = Fn (a) Fn (b). 
(e 20 PRE CT) B4B,...8,=b 


Il en résulte que si &=—pft... pes est la décomposition canonique de # 
en facteurs simples, on a 


Fa (k)= Fa (pl). Fn (es). 


H reste à calculer F, (p"). Dans ce but nous divisons la somme qui sert à 
calculer F,, (p") en deux parties, dans la première d, — 1 et dans la seconde 4, 
est divisible par p, d, — pd. Ceci donne la formule F, (p") = F3 (pm} + 
+ pair, (pm-1), qui permet d'établir aisément par une méthode de récurrence 
que 
(pr 1) (pre (pe) 

.(p—1)(p3—1) ... (pri) | 


502. Choisissant l'élément non nul dela matrice le plus petit en valeur abso- 
lue, nous le portons dans l'angle gauche supérieur par permutation des lignes et 
des colonnes. Ensuite nous ajoutons la première ligne et la première colonne à. 
toutes les autres lignes et colonnes ou bien nous les en retranchons autant de fois 
qu’il le faut pour que les éléments de la première ligne et de la première colonne 
deviennent tous inférieurs en valeur absolue à l'élément de l’angle. Ensuite nous 
répétons l'opération. Le procédé s'arrêtera après un nombre fini de pas, car après 
chaque pas il y a dans l'angle gauche supérieur un élément inférieur au précé- 
dent en valeur absolue. Le processus ne prendra fin que lorsque tous les éléments 
de la première ligne et de la première colonne, sauf l'élément de l'angle, devien- 
nent nuls. Après cela, transformons par le même procédé la matrice formée des 
pèmes  .,,, n°mMeS lignes et colonnes. En définitive, la matrice sera réduite 
à la forme diagonale. En vertu du résultat du problème n° 489, toutes les trans- 
formations mentionnées sont équivalentes à la multiplication à droite et à gauche 
par des matrices unimodulaires. | | 

503. La multiplication à gauche par la matrice A" est équivalente à ajou- 
ter à la première ligne la deuxième multipliée. par m. La multiplication à gauche 
par Bm est équivalente à ajouter à la dourieme ligne la première multipliée 
par m. 


Fn (pr) = 


| Q b Lu « 617 LS s ‘ Le e 
Soit U— Ë :) une matrice donnée à éléments entiers dont le déterminant 


est {. Divisons a par c avec un reste: a — mc + &, 0 < & << |c |; divisons 
ensuite c par mm: C — mia + ce, 0 << co << &, et ainsi de suite, jusqu’à ce que 


la division s'effectue sans reste. Alors 4 -"mU = U;— (2 É 


{a b . : + initive à ] 
= ( | 1) , et ainsi de suite. Nous parvenons en définitive à la matrice Uz,: de 


| , BU, = Ur = 


Cs do h 
Ja forme Le ou fe ): Par ailleurs, tous les az,c, étant positifs et 
+1 
Uz+1 unimodulaire, nous avons ay — d3+1 — 1 dans le premier cas, c, = —b},1= 


b 
—4 dans le second. Ainsi, = (6°À) — À # ans le premier cas, Us = 


—1 
= (, ei — A-BAX-1 dans le second. Le théorème est démontré. 
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504. La matrice dont le déterminant est —1 se transforme, en la multi- 
pliant par C, en une matrice dont le déterminant est 1. Chaque matrice de ce type 
‘est le produit des puissances de À et B. Mais B = CAC. 

505. Soit | À | — 1, A?= £, À  E. Alors (problème n° 498) 


1 
A=P — 1 }»= 
— Î 


pour une matrice non singulière P. Déterminons la matrice P de façon qu'elle 
soit à éléments entiers et de déterminant le plus petit possible. Etant donné que 


2 
Ed o) P-1, la matrice A+E est de rang À et, par conséquent, 


[bi Mile Àiba 
a48= [ra Abo a) 
Asus Ash Asus 
et en outre Au + Àou2 + Àaus = 2 (problème n° 495). La matrice À + E 
étant à éléments entiers, on peut supposer que les nombres À, Àc, À3 et les nom- 
bres Lu, He, 3 sont entiers. 


Formant un système d'équations pour les éléments de la matrice P, on 
vérifie aisément que l'on peut prendre en tant que P la matrice 


la OÙ 
p=| 7 Ps di 
kg — vi 


où à est le plus grand commun diviseur de p, u3 et u, v sont des nombres entiers 
tels que uno + vus — Ô. 

Le déterminant de la matrice P est égal à 2. 

En vertu du résultat du problème n° 500, P — @R, où © est une matrice 
Dee et À l’une des sept matrices triangulaires possibles de détermi- 
nant 2. 


1 | 
C'est pourquoi Q-!4Q est égale à l'une des sept matrices 2 — 1 | RT: 
— 1 


Parmi ces matrices, trois seulement sont distinctes, et en-outre deux d'entre elles 
sont converties l’une en l’autre par transformation de matrice unimodulaire. 
Il reste les deux matrices indiquées dans les conditions du problème. 


506. a) ) .  b) F5 oc) ( ) d) 43. 507. 45. 


508. Le résultat est l'identité d’Euler: 
(ab + BE + ct) (ab + 8 + à) — 
= (au + bbs + ce)? + (aibz — 241)? + (aica — ac) + (bica — bacs). 

509. Le mineur formé par les éléments des lignes d'indices y, ê2, . .., im 
et des colonnes d'indices 41, 42, . . ., km est le déterminant du produit de la 
matrice formée des lignes à, iz, . . ., in du premier facteur par la matrice formée 
des colonnes k1, 42, . . ., k du second. C’est pourquoi il est égal à la somme des 
produits de tous les mineurs possibles d'ordre », formés des lignes de la première 
matrice d'indices ü, i2, « . . im» par les mineurs correspondants formés des colon- 
nes de la deuxième matrice d'indices k4, ko, . . -, km 
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510. Le mineur diagonal de la matrice À À est égal à la somme des carrés 
de tous les mineurs de même ordre de la matrice À, formés des éléments des colon- 
nes ayant les mêmes indices que les colonnes de la matrice AA contenant le 
mineur considéré. Donc il est non négatif. . 

511. Si tous les mineurs principaux d’ordre & de la matrice AA sont nuls, en 
vertu du résultat du problème n° 510, tous les mineurs d'ordre 4 de la : matrice À 
“sont nuls. Aussi le rang de la matrice À et donc le rang de la matrice AA est infé- 
rieur à x. 

512. La somme de tous les mineurs diagonaux d’ordre k de la matrice AA 
est égale à la somme des carrés de tous les mineurs d’ordre % de la matrice 4. 
La somme de tous le mineurs diagonaux d’ordre 4 de la matrice AA est égale au 
même nombre. 

513. S'obtient par application du théorème sur le déterminant du produit 


4 dd... a 


de deux matrices au produit de la matrice (; de ) par sa transposée. 


1 ba... bn 

514. S'obtient par application du théorème sur le déterminant du produit à 

ai bi 

É do ... An &s ba 

LE b .…. bn ‘ CE 

an dr 
515. Découle directement de l'identité du problème n° 513. Le signe d'éga- 
lité n’est possible que si le rang de la matrice < . D 1) est inférieur à deux, 

À 2 7t 

c’est-à-dire si les nombres &, a, . .., an @t b4, ba, . . . b, sont proportionnels. 
516, Découle immédiatement de l'identité du problème n° 514. Le signe 
d'égalité n'est possible que si les nombres &, a, . .., a, et ba, be, . .., b, 


sont proportionnels. 
917. Supposons que la matrice B possède m colonnes et la matrice € x colon- 


nes. D'après le théorème de Laplace, | À | — D'BiCi où B; sont tous les déter- 
minants possibles d'ordre rm formés à partir de la matrice B et C; leurs cofacteurs 
égaux, au signe près, aux déterminants d'ordre 4 formés à partir de la matrice C. 
En vertu de l'inégalité de Bouniakovsky (problème n° 515) | À P < SRI SC. 
Mais DB =1|BB|, SCi= CC |. 

518. Soit 


bay ... bim Cf <.. Ch | 
B=| ,.... ; C=| . ire cs NS A=t{(B, C). 
On1 ... bnm Cn1 -.. Cnk 


L'inégalité à démontrer est triviale si m+k=>n; pour le cas m+k—n, 
cette inégalité est établie au problème n° 547. Il reste à considérer le cas m + 
LL 


+ k < n. Supposons d'abord que Sb;jci; — 0 pour tous les j, s. Alors 
= 1 


a BB 0 _. = a 
AÂÀ— _ ] et, par conséquent, | AA]=!{BB|:|CC|. 
0 CC 

Dans le cas général il suffit de résoudre le problème en supposant que le 
rue . la matrice À est égal à »m + k, car, dans le cas contraire, l'inégalité est 

riviale. 

Complétons la matrice À que obtenir une matrice carrée (À, D):telle 
que le rang de la matrice D soit égal à nr — m — k et les sommes des produits des 
éléments de n'importe quelle colonne de la matrice D par les éléments de n'im- 
porte que Île colonne de la matrice À soient nulles. Cela peut être effectué, par 
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exemple, de la manière suivante. Nous complétons d'abord la matrice À jusqu'à 
obtenir une matrice carrée non singulière &’ — (4, D‘), ce qui est évidemment 
possible ; nous remplaçens ensuite tous les éléments de la matrice- D'’par leurs 
cofacteurs dans | et. Le rang de la matrice D ainsi construite est égal au nombre 
de ses colonnes rn — m — k, car elle représente une partie de la matrice formée 
des cofacteurs de la matrice &’, qui ne diffère de la matrice non singulière (&’)-! 
que par le facteur | e’ |. | 

Désignons (4, D) par P, (C, D) par Q. Alors, en vertu du résultat du pro- 
blème no 517, | PP L< [BB |. |Q0Q |. Mais |PPI- [ AA [- | DD | et 
|[Q@Q@1 = ICC):1DD I. Il en résulte, puisque | DD | = 0, que 


[ AA! <[BB|«| CCI. 


519. Découle immédiatement du résultat du problème n° 518, appliqué à 
la matrice À. | | 

520. Le déterminant de A*A est la somme des carrés des modules de tous 
les DIE d'ordre » de la matrice À, où m est le nombre de colonnes de la ma- 
trice À. 

521.. La solution est analogue à celles des problèmes n°% 517, 518. Pour la 
matrice carrée la question se résout par application du théorème de Laplace et 
de l'inégalité de Bouniakovsky. Il convient de compléter la matrice rectangulai- 
re jusqu’à obtenir une matrice carrée telle que la somme des produits des élé- 
ments de n'importe quelle colonne de la matrice À par les nombres complexes 
conjugués des éléments de n'importe quelle colonne de ia matrice complémen- 
taire soit nulle. | 

522. Appliquant plusieurs fois de suite le résultat du problème n° 521 à 
la matrice À et en adoptant en tant que B la matrice formée d'une seule colonne, 
nous obtenons 


1° nr #R 
LA*AI= IA < S'en Sal. [ain |? <nrM?n, 
i1= 1 = 1 i= 1 


d’où il découle que 
n 


[AI <n2Mn. 


523. Complétons le déterminant donné A jusqu’à obtenir le déterminant A; 
d'ordre r + 1, en le bordant à gauche d’une colonne dont tous les éléments sont 


ému T et en haut d'une ligne de zéros. Alors A — £ A. Retranchons de toutes 


les colonnes du déterminant A; la première colonne. On obtient un déterminant 


dont tous les éléments ne sont pas supérieurs à Le . L'application du résultat 


du problème n° 522 donne le résultat qu'il fallait demontrer. 
ñn 


524, La limite n2Mn est atteinte, par exemple, pour le module du déter- 
minant 


L k AN , . .. 2N 
4 € ... en-1l |, où B=— COS —— + i sin —. 


9 ee ee =. + 


4 en-1 ,., em À 
525. Construisons une matrice d'ordre n — 2m de la manière suivante. 


Construisons d'abord la matrice ( 


1 ” . Ensuite, remplaçons chaque élément 
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égal à 1 par la matrice ( _s) et chaque élément égal à —1 par la matrice 


se (; 1) — ( s.- +) . Nous obtenons une matrice du 42€ ordre 


1 —1 _1 1} 
1 4 1 1 
141 1 —1 
1 1 —1 —1 
1 —14 41 1 


Opérant de la même manière avec cette matrice, nous obtenons une matrice du 
8°" ordre et ainsi de suite. 

Il est facile de voir que pour les matrices ainsi construites les sommes des 
produits des éléments correspondants de deux différentes colonnes sont nulles. 
Par conséquent, 


n0...0 : 
_ On...0 ms: FT 
Aa=Ù "0 |, 144i=nr, lAl=n? 
00...n 
Pour la matrice MA on a l'égalité 
n 
MAI =Mnn°. 


526. Démontrons que tous les éléments d’une matrice pour laquelle la valeur 
absolue du déterminant est maximale sont égaux à +1. En effet, si —1 < 
<a; LA, AZ>0et À4;, 0, le déterminant croît quand on remplace 4;4 par 1. 
Si, au contraire, À > Oet 4;x << 0, le déterminant croît quand on remplace &;x 
par —1. Si À < 0, la croissance de la valeur absolue du déterminant aura lieu 
lors du remplacement de. «;4, par l'unité avec le signe opposé à celui de À;z. 
Enfin, si A;, =—=.0, la valeur du déterminant ne sera pas modifiée lors du rem- 
placement de a;, par 4 ou —-1. Sans restreindre la généralité, on peut supposer 
que tous les éléments de la première ligne et de la première colonne du déter- 
minant maximal sont égaux à 1. Ceci s’obtient en multipliant les lignes et les 
colonnes par —1. Retranchons maintenant la première ligne du déterminant ma- 
ximal de toutes les autres. Le déterminant sera ramené à un déterminant d’ordre 
n — 1, dont tous les éléments sont égaux à 0 ou —2. Ce déterminant est égal à 
2-1, où N est un nombre entier. 

927. 4 pour n — 3; 48 pour n = 5. 

928. Pour la matrice singulière À le résultat est trivial. Soient À une ma- 
trice non singulière, À sa transposée, À son déterminant et 4’ la matrice 


—1 
1 
complémentaire de À. Alors A’=ACA-1C, où C— —, * cela 


découle immédiatement de la règle de formation de la matrice inverse. Aussi 
| A’ f—An-1 et (4’)—An-1.C(4'}-1C=An-1.A-14— An-24. 


529. Supposons que le mineur de la matrice À’ complémentaire de la ma- 
trice non singulière À est formé des lignes d'indices à << i2 << 44. im 6t 
des colonnes d'indices k4 << ko <<... << km. Soient mat << m2 eee in 
les indices des lignes qui n’entrent pas dans le mineur et 441 << kmi2 <<... 
...< 4, les‘indices des colonnes qui n’entrent pas dans le mineur. Multiplions 
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le mineur considéré par le déterminant A de la matrice À : 


Ai ce Aikm  . As + Aime 
1 ,. Tim 1 .. nm 
Â: . ° . . . ° ' —={(—1) A: , . . . , : . à === 
Ami .. Binkm À im ….. AGE 
Ait + Aimhi Aimuki *°" Ain 
A Lisks “+ Giihm + Giikn 
Am °" Aimêm Aimatim °°" Ainkm 
a 1 Bnk ° mkm °°: Gimkhn| 
Ginks °°" Cinhm *°* Cinhn 
Â 
A 
° | 
x } Linsikmi HA Limstkn 
= = AM.| , 
a. ss a. 
î k1 us R ss kR 
m+1r1 maslimtl tm+l1hn  Linkm+1 se ihhn 
Link *°" Cinkmy °°" dinkn 


Il en découle ce qu’il fallait démontrer. 

530, 531. Découle directement du théorème sur le déterminant du produit 
de deux matrices rectangulaires. 

532. Il faut établir la numérotation lexicographique des combinaisons, 
c'est-à-dire estimer que la combinaison à << is << ,.. << in précède la com- 
binaison ji << je  .. . <C'jm Si la première différence non nulle dans la série 
4 — jy, do — jo, . . . est négative. Dans ce cas, chaque mineur de Ja matrice 
triangulaire, dont les indices des colonnes forment une combinaison précédant 
la combinaison des indices des lignes, est nul. | 

533. En vertu des résultats des problèmes n98 531, 491, il suffit de démon- 
trer le théorème pour les matrices triangulaires. En vertu du résultat du problè- 
me n° 532, nous avons pour la matrice triangulaire À : 

Cat 
| An |= iyinTinio ++ Cimim =|AÀ| . 
1 io... Lim 

534. Les propriétés a) et b) découlent immédiatement de la définition. 

Pour établir la REAPRIÈSE c) il est commode de désigner les éléments du produit 


kroneckérien en leur associant en qualité d’indices non pas les numéros des cou- 
ples, mais les couples eux-mêmes. Soit 


C—=(4'.4") x (B'.B"), A'XB'-—6, A" x B"—H. 
Alors 
n m 
Ciiky ioho — >) CARE PET > byrbpno = 
i— 1 k=1 
7 > a; bp nid Rho = > Biihr, {Re 12k2? 
i,hk i, À 
d'où € — G-H, ce qu'il fallait démontrer. 
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939. Le déterminant de la matrice À X B ne dépend pas du procédé de 
numérotation des couples, étant donné que le changement de numérotation en- 
traîne des permutations semblables des lignes et des colonnes. Ensuite 


AXB=(AX Es) (E, X B). 


Pour une numérotation appropriée des couples la matrice 4 X Em est de 


A 
A 


la forme e , et la matrice À se répète m fois. Aussi le détermi- 
A 
nant de AX Em est égal à | A". De la même façon (mais pour une autre 
numérotation de couples), nous trouverons que le déterminant de E, X B est 
égal à | B|*. Par conséquent, | AX B[—=|A[".]28 |, 
536. L'élément à l'intersection de la ligne d'indice & et de la colonne 


d'indice $ de Ia matrice Ci, est 
mn 


Ci-1)m+a, (R—-1)m+8T 2 Bi_{)me, ss, (R—1)m+$ 
$8= 


ñ 
= » Bi 1}mtu, (G—1)m+o (5 1)mo, (k— 1m +6" 


Mais la somme intérieure dans la dernière expression est l’élément de la matrice 
À;;B j, situé à l'intersection de la ligne d'indice & et de la colonne d'indice f. 
Donc 


n 
Cin= D AijBjr. 
1 


537. Pour n — 1, le théorème est trivial. Supposons que le théorème est 
démontré pour la matrice d'« ordre » nr — 1. Dans cette hypothèse, démontrons 
ce théorème pour les matrices d’« ordre » n. 

Considérons d'abord le cas où 4, est une matrice non singulière 


Ait Ayo ... Ain 


Multiplions à droite la matrice € par la matrice D, où 
E — Ajf4is ... — AïAyn 
E 


C*=CD prend alors la forme 


C— 


OÙ An = Ajn— Aj145 Ar. 
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Toutes les matrices se trouvant dans les cellules des matrices €, D et C‘ 
sont commutatives. Il est facile de vérifier que lorsque ‘ette condition est réali 
sée, le théorème sur le déterminant du produit de deux matrices est également 
vrai pour les déterminants formels. | 


La matrice D a E comme déterminant formel, le déterminant véritable de D 
est égal à 1. 


Par conséquent, |C[—[|€C’{=fAyylel . . . . . . , et pour le détermi- 


La A! 
n3 °° nn 
nant formel B nous avons B— 41y1-B', où B’ est le déterminant formel de 


la matrice 
( ee An ] 
Ans. Ann 


En vertu de l'hypothèse de récurrence 


A5a ... An 
JB'|=| à: +2: 
n° Ann 
et, par conséquent, | BR | — |] As; l : | B | = |C |, ce qu'ik fallait démontrer. 


Pour se libérer de la restriction | A:11 | - 0, on peut procéder de la façon 
suivante. Prenons la matrice 


Aji+hEm A2... Ain 
C()= 


2 = + 


et désignons son déterminant formel par B (À). 

Etant donné que | Au + ÀE, | = Am+ ,.,-Æ0, Rae [= {8 (à) |. 
Ces deux déterminants sont des polynômes en À. Comparant leurs termes indé- 
pendants de à, nous obtenons | C | = | Z |. La démonstration est ainsi terminée. 


Chapitre 5 


POLYNÔMES ET FONCTIONS 
RATIONNELLES D'UNE VARIABLE 


538. a) 226 — Taè + Gt — Das — 22 — 2x + 1; 
b) 25 — xt — 423 L 3x +1. 
539. a) Le quotient est 2x? + 3x + 11, le reste 25x — 5, 


b) Le quotient est nt , le reste __ 
540. p= — qg?— À, m—q. 
5414. 1) g=p—1, m=0; 2 u=i,m=+ V2 p. 
sa2, (—4n IE 9)... EN | 


543. a) (x — 1) FU ER 

b) (x + 3) (224 — 628 + 132? — 397 —- 109) — 327: 
co) (+1+ ii) [4x — G + 4i) x + (—1 + 7ù)] + 8 — 6:; 
d) A ne 

544, a) 136; b) —1 — 44i 

545. a) RS RE I ES CU Te 

TL (x — 1) + 5 (x — 1} + 10 (x — 13 + 10 (x — 1) + 5 (zx — 
c) (x — 2} — 18 (x -- 2) + 38: 
d) {+if—2i(c+ip—(4+i G+i—-S(+i)+7+ si; 
e) SR (x + 1 — 2598 + 2 (x + 1 — 2i) + 1. 


11 7 
546, a) G— LT = Don 3 FT 5 on F2) Dee 
1 


ss — En + TS + ET 
547. à) 4 + Aas + 4522 + Biz + 55; 
b) 24 — 4784 6? + 2x + 8. 
548. a) f(2)— 18, f'(2)— 48, f" (2) — 124, f" (2) = 216, 
FIV (2) = 240, fY (2) — 120; 
b)f(t + 2i= —12—2i, f' (1 + 2i) — —16 + 8, f" (1 + 2ù) = 
— —8+ 30, f" (1 + 2) = 24 + 30iù, FIV (A + 2i) = 24. 


50. a = —$5 
551, À = 3, B— —4. 
552, A—n, B——{(n 


+1). 
555. Pour que  () soit divisible par (+ — 1)#t1, il faut et il suffit que 
f()= am ++... +a, — 0 et que f’ (x) sn't divisible par (x — 1)F; 
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or, pour cela, quand la condition f (1} — 0 est vérifiée, il faut et il suffit que 
fa (x) = nf(z)— zxf' (x) soit divisible par (x — 1)#. Considérant f, (x) formellement 
comme un polynôme de degré n nous répéterons ce raisonnement # fois. 

556. a est un zéro d'ordre de multiplicité (k + 3), où 4 est l'ordre de mul- 
tiplicité de a en tant que zéro de f” (x). | 

557. 31252 + 10805 = 0, a 0. 

558. b — 9a?, 1728aÿ + «3 — 0, 

559. La dérivée zn-m-1[næmt + (n — m) a] n’a pas de Zéros multiples, 
sauf 0. 

560. Posant le plus grand commun diviseur de m et nr égal à d, m— dnu, 
n = dry, nous obtenons la condition sous la forme 


— 1) (ram) mia = DR, 


562. Le zéro d'ordre de multiplicité (4 — 1) différent du nombre zéro du 
polynôme 


p p ? 
ax lHasr ?+..,Layx * 
vérifie les équations: 


D 
ar it art... + ax *=0, 
D y 2) D 
Pa@4z pour +... + prant F0, 


D pe) D 
piaic 14 par 24... paix R—0, 


8 0 ee 9 1 + ee + »% 9 4 0 = + 


p_2. _P h—2. Po: k-2., D 
Pi 447 {+ po dot +... + PR ‘ART F=0) 


* L2 Le ? ? D LA 7 
d'où il découle que les nombres &r !, ax 2, ..., a;x À sont proportionnels 
aux cofacteurs des éléments de la dernière ligne du déterminant de Vandermonde 


1 1 Los À 
re " _ P3 ne 
kR—1 k— = = 
ph Dh ph, pli 
Il s-t facile de vérifier que 
A 
a. =IIl (Pi— Ps)=" (pi). 
si 


: P; ; 2 s 
Il en Pour que les nombres a;xr ? sont inversement proportionnels à ®’ (p;). 
c'est-à-dire 


Pas Pos , 
aix 1p'(ps)= a27 2Q'(pr)=. .… — apr gp (pe). 


Tous les raisonnements rapportés sont inversibles. 
563. Si f (x) est divisible par f’ (x), le quotient est un polynôme du premier 


degré avec comme coefficient du terme principal ss où » est le degré de f(x). 
C’est pourquoi nf (x) = (x — zx0) f” (x). La dérivation donne (x — 1) f” (x) — 
= (x — xo) f” (x), etc., d’où 
z— to)" 
fa) ER jen) (2) = ao (22 


L'inverse est évident. 
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564. Le zéro multiple du polynôme j (x) —1 ++ ne + doit être aussi 


un zéro de sa dérivée 


j Gene ST 


. conséquent, Si f (to) = f’ (xo) — 0, alors x, — 0, mais 0 n'est pas un zéro 
e f(x). 
565. Si f (x) — (x — xo)#f1 (x), où fa (x) est une fonction rationnelle ne 
s'annulant pas pour z — x,, la dérivation immédiate donne: 


f (co) = f(x) =... =fth-D (x) —0,  fM (x) Æ 0. 


Inversement, si f(zo)—=f'(ro)=...—f#t#"D (x)=0 et jf (xo) =£ 0, alors 
fa)=(c—2o)" f(x), fo F0, car si f(x)=(r—-zo"q(x), 9 (xo) # 0, 
quand m -£ k, la suite de dérivées successives s'annulant pour = serait 
soit plus courte, soit plus longue. 

966. La fonction 


ge 7 0) — 1 (oo) — LE (ep — 2 — TR (2 an 


vérifie la condition 
g(zo) = £" (ro) =... = gt (xp) = 0. 


Par conséquent, 1 (x) = (x — xo)*t1 F (x), où F (x) est un polynôme, ce qu'il 
fallait démontrer. 
567. Si 1 (x) f2 (xo) — f2 (&) fa (xo) n'est pas identiquement nui, on peut 


fa(x)  f2(xo) 


supposer que f1 (ro) 0. Considérons la fonction rationnelle ru) 

1 1 (20 
n’est pas identiquement nulle et admet x, comme zéro. L’ordre de D Dlicité 
de ce zéro est d’une unité supérieur à l'ordre de multiplicité de x, comme zéro 


de la dérivée égale à fs ARS F1 (e) ,. d'où il découle immédiatement 
1 
la validité de l'affirmation LÉ problème. 

568. Soit x le zéro d'ordre de multiplicité 4 de [f* (x)f? — f (x) f” (x). Alors 
f(xo) 0, car autrement x, serait le zéro commun de f (x) et f” (x). D’après le 
problème précédent 7, est un zéro d'ordre de multiplicité 4 + 1 pour le polynôme 
f (x) f’ (xo) — f (to) f” (x) dont le degré n'est pas supérieur à nr. Par consé- 
quent, ÀLi<Ln k<n—Tî. 

569. Le polynôme f(x) f” (xo) — f (ro) f (x) doit avoir x, comme zéro 
d'ordre de multiplicité n», c’est-à-dire qu'il doit être égal à À (x — x0)7, où 
A est une constante. Le développement suivant les puissances de x — x, après 
la substitution x — x, — z donne 


(ao + @z + a22t + .., + aus") a — (as + 2aoz + Base + ... 


... + ral) a; — Az?, 


et 
&o == f (to) — 0. 
D'oi _ Au = a En —= ce Remplaçant 71 ar œ, nous 
" @o = Dar” 3—= a33 Va Ron inl ‘ placç 2 P ; 
obtenons 
œ(t—zo) , a«2(x—x0)2 at{(xz— x)" 
j (= ap [14 SEAL En LE UE |, 


570. Par exemple, = (5 ne convient déjà pas) 
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1 1 x jui | 
971. Par exemple, = En ne convient déjà pas) : 


972. Par exemple, M—6. 
; Ta AA 
573. Par exemple, a)z=pi, 0 << p< VE : b) z=p,0<p< V—- 
574. Par exemple, 

1 
a) z—1—p, 0<p<-; 


b) z—1+p (cos IE +5 sin 9 “) : p<Ÿÿ8; 
Â 
€) z—=1+pi, p<——, 
+ pi, p- VE 
575. Le développement du polynôme f(z} suivant les puissances de :— 
—i—h donne 
f(@)=(2— 5) [+ i) ps SEE pat ES as |. 


Posant k—a(1—i}, nous obtenons 


f ()= @— à) | 1— 408 +408 { 


44 a+ , 
CRT ) |: 
d'où 


HIS VE( 1 ées a LI) À) < vs 


pour 0<a< + ; 
576. Après avoir représenté le polynôme sous la forme 
f(z)= f (co) {1+-r (cos p+-5 sin p) (:— 20)" [1 + (2— 20) ÿ G)}}, 


poser z2—z9—p (cos 6+isin 0), prendre ps 0 v et choisir p suffisamment 


petit pour que |(z—zp)#(z)| 1. Alors .]f(2)|=] (20) | 1+rp + 
ph (20) pt) > f Go). | . 

577. Se démontre comme pour le polynôme en utilisant la formule de Taylor 
pour une fonction rationnelle (problème n° 566) qu’il faut arrêter après le pre- 
mier terme dont le coefficient est non nul, sans compter f (5). 

578. Désignons par M la borne inférieure de | f (z) | lors de la variation 
de z dans le domaine considéré. | —. | 

En divisant le domaine en plusieurs parties nous démontrerons l'existence 
d’un point z, dans un voisinage arbitraire duquel la borne inférieure de | f (z) | 
est égale à M. En cas de nécessité nous réduirons dans la mesure du possible la 


fraction par z — z. Soit f (2) — e après cette réduction. Alors 1 (0) # 0, 
car dans le cas contraire, dans un voisinage suffisamment petit de z, | f (2) | 
serait aussi grand que l’on veut et la borne inférieure de | f (z) | ne pourrait être 
égale à M. Par conséquent, f (z) est continue quand z = z,, et en vertu de sa 
continuité | f (20) | = M, ce-qu’il fallait démontrer. 
Le lemme sur la croissance du module fait défaut. 
580. Avec l'hypothèse adoptée 


f (a) & 0, f'(a)= = fà-D (a) =0, f0 (a) & 0 
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et d’après ia formule de ps 


FO + TO Ga (1+e 6, gG—0. 
Posons 


k 
a ner (eo p+ising), z2—a—=p (cos 0 + i sin 8). 


Choisissons p suffisamment petit pour que | G)I< 1, en : - a |f()[= 
=! f (a) F1 1+rpf [cos (p+4t) +5 sin (p+-48)]+rphA |, où 


om — 
CRE Re eln rs 


2MT — p 


È ? m=: A, Zeit k, |f()1>17(e)l. 


Ainsi, lors de la variation de @ de =? Less + +27 la fonction | f (z) [— 


—|f(a)| change de signe 2k fois. Par sn de la continuité de f(z)|—]|7f(a)t 
comme fonction de 6, | f (z)|— | f (a) | s'annule 2% fois, ce qu’il fallait démontrer. 

581. Comme dans le problème précédent, montrons que Re (f (z}) — 
— Re (f(a)) et Im (f (2)) — Irma (f (a)) quand 3 — p (cos 8 + à sin 9) change 
de signe 24 fois pour une variation de @ de 2x si seulement p est suffisamment 


Pour 8 — 


Pour 6— 


petit. D'après la formule de Taylor, posant _. fR} (a) — r (cos p + à sin q), 


nous He ns f (2) — f (a) = rpt [cos (q + k8) + i sin (p + k0)] [£ + 


+ @ (2)}, (a) — 
Choisissant p “el que | æ (z) | < 1 nous obtenons, posant @ (z) = qu (z) + 


+ ipe (2): 
Re (f (z)) — Re (f (a)) = rp# [cos (p + k0)(1 + qu (2)) — sin (p + #6) pa (:)}; 
Im (f (2)) — Im (7 (a)) = rp# [sin (p + k8)(1 + qu (2)) + ços (p + 40) p (2)]. 
Posant @ + 40 — mn, m = 0, 4, 2, , 2k nous obtenons 

Re (f (2) — Re (f (a)) — ro (Dr « + em), 


où €, est la valeur correspondante de qi (2), | &n | << 
Ïl en résulte re Re (f (z)}) — Re (f (a)) ne a signe 2 m fois lorsque z 
parcourt la circonférence | z — a | — 6. Un résultat analogue sera obtenu pour 


{m (f (z)) — Im (f(a))}, en posant q + 40 — + mn, m— 0, 1, ..., 2k. 
582. a) (x — 1) (x — 2) (x — 3); 
b){—1—i)(x—i+i) (+1 —i) (+1 +i); 


o (21 VE ni En 


à (— V3 VD) (Ge V3+ V2) + VE VA G+VE+ V2). 
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ñn 
583. a) 2771 IT (cos 2e) : 


R=—1 


sin Cris de (24 1 
b) 2 nf re D) o Te) 
nn. 
984, a) (x?+2r4+2) (x?—2r402); 


b) (22-43) (224-3743) (22— 3543): 


c) (etes Vire V #)x 
«(+222 vx): 
n— 1 
d ][ (22— 2/22 cos PIE 
k—0 
e) (e2—x Va+241) (2242 Wa+2+1); 


n— 1 
î) Il (#2: cos DE +1) , 


585. a) (zx — 1)? (x — 2) (x — 3) (x — 4 — i) — 
= 25 — (8 + i) at + (24 + Ti) 28 — (34 + A7i) 22 + 
+ (23 + 17i) x — (6 + 6i); 
b) (x + 1)3 (x — 3) (x — 4) — 25 — 424 — 6x8 + 1622 + 29x + 12; 
C) (x — if (+1 +i = 285 A — à) 2? + (A — 2i) x — 1 — i. 


586. [| Xz()- 
k=1 
087. à) (x — 1)? (x — 2) (x — 3) (2? — 2x + 2) — 26 — 9x + 3324 — 


— 69528 + 74r? — 46zx + 12; 
b) (x? — 4x + 1333 — 26 — 1225 + 8724 — 37678 + 1131x2 — 2028r + 


+ 2197; 
c) (zx? + 1} (xt + 2x + 2) = 26 L 22 + Art L 428 + 52? + 2x + 2, 
988. a) (x — 1} (x + 2); b) (x + 1}? (zx? + 1); c) (x — 1). 
589. xd — 1, où d est le plus _. commun diviseur de m et n. 


590. xd + ad si les nombres _. et — sont impairs; { si au moins un de 


ces nombres est pair; d on le plus grand commun diviseur de met n 
591. a) (x — 1) (x + 1); b) (x — 15 (x + 1); 
c) xd — 1 (4 est le PGCD de m et n). 


592. Posons Àg= _— et décomposons f (x) en facteurs linéaires : { (x) = 
= (x— Ào) (x— À)... (x— gs). Alors À;  Ào quand j 0. Ensuite, 


u (x) 1 
1 2) = ne (or (2) 2 (ue) — a (2) 
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En vertu des conditions du problème et de ce que u (x5) — Àjv (x0) = 

{ro (lo — À;ÿ) 0, le polynôme u (x) — Aov (x) admet x comme zéro 
d'ord re de mu tiplicité k >=>1. Par conséquent, uw” (x) — Àsv° (x) admet x 
comme Zéro d'ordre de ne. k — 1. Ensuite, 


u' (2) | : 
e) re (0 an (6) Cu” (2) — io” Cm 


Les u’ (x) — Àjv’ (x), 1 Æ 0, ne s’annulent évidemment pas tous quand x — x. 


Par conséquent, f (5 à) admet x, comme zéro d'ordre de multiplicité 4 — 1, 


ce qu "il fallait démontrer. 


593. Si w est un zéro du polynôme 2? + x + 1, alors w3 -— 1. Par consé- 
quent, 13m ss a à W3P+2 — À L y WW? — 
994. Le zéro À du polynôme 2° — z +1 vérifie l’ équation À$— —1. Par 
conséquent, 


A8m— A8N+1_LASD+2— (— jm (— 1) AL (— 1) A2 — 
—(—1)m— (—1)P + A [(— 1)P— (— 1)7]. 


La dernière expression ne peut être nulle que si (—1}® = (—1)P = (—1)%, c'est- 
à-dire si les nombres m, n, p sont simultanément PE ou impairs. 

995. xt La +1 = (xt + x + 1) (zx — x + 1). Ces facteurs sont pre- 
miers entre eux, x? + x + 1 est toujours diviseur de zäm + z5n+t < 25p#? (pro- 
blème n° 593). Il reste à éclaircir pour quelles conditions a lieu la divisibilité 
par 2? — x + 1. La substitution du zéro À de ce polynôme donne 


CRE (ANR (ANR AB (A) (ADP AL 1 (— DPI. 


Le résultat est O si, et seulement si, (—1)n = (—1)P = — (—1)2, c'est-à-dire 


si les nombres m; pet n + 1 sont simultanément pairs ou impairs. 
6. Si m n’est pas divisible par 3. 
597. Tous les zéros du polynôme zh-1 + xh-2 L., 


de l'unité. Par conséquent, 


EE ER RE HET 


Il en découle la divisibilité, puisque tous les zéros de zR-1 + 


. + 1 sont des racines 
ème ; 


... “+ 1 sont 
simples. 
598. La substitution du zero ‘w du polynôme x? + x + 1 dans f (x) — 
— (À + x) — zm — 1 donne (4 + w)m — wm — 1, Mais 1 + & — —w? — À 
est une racine primitive 6°" de 1. Ensuite, w = À?, d'où f (w) — Àm — Am — 
Quand 
m —= 6n f(w) = —1 #0; 
m—= 6n +1 f@)=rk= kr —1— 0: 
m — 6n + 2 fw)= +110; 
m = 6n +3 f(w) = —3 Æ 0: 
m—= 6n + 4 f(w)= +1 O0; 
m — 6n +5 fw)=—-MR+i—-1—0 


La CRUE de f (x) par 2? + x + 1 a lieu pour m = 6n + 1 et m — Gn + 5. 
. Pour m — 6n + 2 et Fe 
800. f() = m1 + w)n 1 — mum-t = m [Am-l — A2em-b], f (w) — 0 
seulement pour m — 6n + 1. 
601. Pour m — G6n + 4. 


602. Non, car les deux premières dérivées ne s'annulent pas simultané- 
ment. 
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603. Pour z=Kk,1<k<n, 


TC ne RTC, Cite (10. 


Par conséquent, le polynôme est divisible par (z — 1) (x — 2) .., (x — n). 
La comparaison des coefficients des termes principaux donne 


ta= 


n! 

604. Pour les m réciproquement premiers avec n. 

605. Si f (zn) est divisible par æ — 1, alors f (1) — O0 et, par conséquent, 
f (x) est divisible par x — 1, d’où il découle que f(x?) est divisible par zn — 1 

606. Si F{z) — f(x) est divisible par (x — a)*, alors F° (x) = f’ Fox 
X nzn-l est divisible par (x — a)k-1, d'où il découle que f’ (z7} est divisible par 
(zx — MS De même f” (rt) est divisible par (z — a)k-?, ..,, fCR-D (zn) est 
divisible par z— «a. D'où nous concluons que f(ar) = f’ (an) = .., 
ist pa) (an = Oet, par conséquent, f (x) est divisible par (x — anjk, 
f (zn) est divisible par (z7 — an)k, 

607. Si F (x) = f1 (29) + zf2 (28) est divisible par 2? + x + 1, alors F (w) — 
— fs (1) + wfa (1) = 0 (w est un zéro de x +z+1i) et F (w%) — fi (1) + 
+ wie (0) = 0, d'où fi (0 = 0, re (D = 0. 

608. Le polynôme f (x) n'a pas de zéros réels d'ordre de multiplicité impair, 
sinon il aurait changé de signe. Par conséquent, f (x) — {f; (z)]° 2 (x), où f2 (x) 
est un polynôme qui ne possède pas de zéros réels. Partageons les zéros complexes 
du polynôme f: en deux groupes en classant les zéros complexes conjugués dans 
différents groupes. Les produits des facteurs linéaires correspondant aux zéros 
de chaque groupe forment des polynômes à coefficients conjugués 4, (x) + étha (z) 
et V1 (x) — ivbs (x). Par conséquent, 


fa (x) = 5 (2) + pi (2) et fe) = (ab) + ip). 
{ 1 


}" (z—1}(x—2) ... (z—n). 


609. a) — L1; — Lo; V9 —Tn ; ) FR FE ..), FR 


610. L'une des racines doit être égale à +. La relation recherchée est 


8r = 4pq — p. ; 
611. Ta 9  RET 


612, «8 — 4ab + 8c = 0. 
613. Pour tout « la relation entre les racines est conservée. Prenant & — 


— — + nous obtenons pour l’équation transformée y4 + a'y3 + b'y2 + c'y + 
"=0, a’ —=0, a'8 — 4a'b° + 8c' = 0, d’où ce’ = 0, 
614. a?d — cà, n 
615. La division par +2 donne 224+—+a (2++) +b=0. Posant æ+ 


€ . 


C d C « . 
+3, nous obtenons Ed ph ns 22 + Es = z2— 2 sn. d'où nous tirons 
a 


pour z l'équation du second degré 224 a+ b—2 2 0. Après avoir détermi- 
né z, nous trouvons facilement x (équations récurrentes généralisées). 
616. a) z=1 + V3, 1+i V2; b) z=1+2i, —2+i: 


AA —1+iVA. Demts Va: —3E VI 


ji 2 2 
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617. À = 6. 
618. 1) b— c— 0, a quelconque; 2) a = —1, b— —1{, c — 1. 
649, 1) a— b—e— 0; 2) a— 1, b= —2, c— 0; 3) a=1, b= —1, 


_— 22 
De he A pee de 2 UT PE Ce 


RDS 
620. À — —3. 
621. 98 + pq + qg = 0. 622. af — 2@. 
di 2i— n—1 


623. RES Tr Le h, = 1: 2: vs À, où 


je Er 24na2 


624. Si les racines avaient formé une progression arithmétique, alors, en 
vertu de la formule du problème précédent, elles auraient été égales à: 


4 1 3 
Dr 

5 3 4 | 5; #P ope 7 e 
b) T2" —2 27 LÉ elles ne vérifient pas l'équation. 


625. Soit y — 4x + B l'équation de la Droits recherchée. Alors les racines 
de l'équation z* + az + bz? + ex + d = Az + B forment une progression 
arithmétique. Trouvons-les conformément au problème n° 623: 


elles vérifient véritablement l'équation ; 


u=—$+# ù y. 1, 2, :3; 4, 


AE Le 24b > 3a2— 80 
k=T F2 


A—C—%T{T4 (22423) +228 (z1+- 23) = 
EE (Sr rs) RL ANRE 4 2) a _ a5—4ab 


D'où 


16 4 2 16 4 2 8 ÿ 


(36b— 1142) (4b + a2), 


d— Be titoTata= _ 


Par conséquent, 


a3— 4ab+8c 


A= 8 


: Bad (36b— 11a2} (4b + a?). 


Les points d'intersection seront réels et non confondus si 3a? — 8b => 0, 
c'est-à-dire si la dérivée seconde 2 (62? + 3az + b) change de signe lors de la 
variation de z le long de l’axe réel, 


4 
626. x$— az2 + 1—0, où a— = ES æ 


627. (x2—z+1)3— a (x2— 7) = 0, eee . 
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628. Î” (x;) =(z; Ex x1) . (x; — Ti 1) (x; — Ti +41) ... (x; —_ z): 
F (zi) — 2 [(z; — T2)... (x — Zi) (Ti; — Z;41) -.. (z; — Zn) + 
+ (ai — 2) (mi — ts) ... (oi — Zi) (ei — mis) (mi — 2) +... 
+ (ti — 2) (2 — 22)... (ms — tjs) (ti — rius) 
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629. 
630. 


631. 


632. 


634. 


635. 


636. 


637. 


(Si Ze Æ ti). 


… Gi—n1)]=2f (x) > 


#5 


Découle immédiatement du De n° 628. 
Soit z; = x + (i — 1) k. Alors 


fe) = (—1n-i (à — 1)U(n — D! hnat, 


a)z+1;b}z +i;c)zs + 1; d)z — 2r + 2: 
e)2—z+1;f)z+3;g) 2 + z+1i;h)z — 2x 2 — 1; 
bzr+2;j)1;k)22 +z—1;l)r +z+i1, 

a) (—z — 1) fi (x) + (& + 2) fa (x) = rt — 2; 

b) —f (2) + (2 + 1) fe (= a + 1; 

©) (GB — zx) fa (x) + (ct — 4x + 4) f(2) = 2 +5; 

d) (1 — 2?) fi (x) + + 2 — 2 — 1) fa (2) = 28 + 2; 

e) D DS RS 


ET pat ÈS pan. 


+ 4) PE M; TEEN 


b) M3 (x) = — x — À, M; (z) = 23+ 2x2 — 37 —2;: 


— 2243 &__ 2x2 2 
c) M, (x) — TE , Mi) —, 
222 + 3x 223 L Er 6 
d MERE, m()e ES 


e) Ma(r)=8ate—1, Mi(c)=—3e +2 tr 2; 

f) Mix) —23—322— 4r— 2, . Mix) —24+ 628 +472 L15r 17. 
—1672+ 37r +26 — 1673 — 5372 —37r — 23 

a) M, (a)= EEE | M (o) = EE ; 

b) Mi(x)=4— 3x, Mix) =1+27r+3x?; 

c) Ms(z)=35—84x+7072— 2023, M,(z) =1+4z+ 10x24 20xs. 

a) Mi(z)=9r2—267-.21, M,(x)=—9z8taar— 39x77; 

b) Ma(r)=3$+ 32272 +2, M,(x)=—3x3—6172+z7+2, 

a) 4rt— 27723 + 66172— 65z +24; 

b) MA ir 440z +197. 


Meta OS 084. EEE E om; 


M(a)=1+ (1— z)+ mn (Az) +... 
nettes (A 1 
_ (m+1 )(m+-2) ...(m—+n—1) __m (m+2) ..(m+ dt D PS 


m1 1 (n— 2)! 


m (m1) (+3)... (mnt) 


F 1.2 m3)! ! 
1): — 9 
+ (— 1) nie Gt) +0. DE? - ) ant. 
638. 1. 
639, a) (x 1)2(x— 2)? : b) (x+1)4(z—4); 
c) (z—1)8 (x+3)° (x— 3); d) {z—2) (22—2x+2)?; 
e) (r8—22— x—2ÿ; f) (22412 (z— 1; 


g) (ti+z5+2r2tr+1)2, 
640, a) f{z)=2+ 14e (a—1)(2— 2) (5— 3); 
b) f(x) — 244478 22 Tr 4t5;: 
HOUR SE (1) (e4) Ge 9) (1) (9) (2—4), 
et = 14116 .(V2=1,4142 ...); 
d) f(z)=25— 92-1242 8. 
641. à) y — + (22) (z— 3) (o—4)+ 
+5 (a 1) (2— 8) (— 4) —2 (21) (—2) (o— 4 + 
+5 1) (2 (3) — ap io opus; 


b) y= 15 (15) 222 — (+) sl. 


| n— Î 
n—+4i 1 kn 
— Sens RE | PERS kR 
642. f(x) p 5 D (1 icotg = ) #4. 
k=1 
D 


7. SI 4) 1) 15 (+0 Aa) 


ar (t— Es) nec Fi es 
n—in—-1 — 1 n— 1 
=— > > (s +1) chez "s — 1” 2 zR 2 (s+ 1) EL — 
8=0 k=0 
" n— 1 n—1 —1 . n—1 : 
= D (+1 JE DE) (s+1) 87° = ù TS 
s=0 k=1  s—0 net — FR 
n— 1 
= 2 - + > (1 sootg ©) zh. 
R=1 
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& n— À 1 à À 27). 
63, f{)e DEN LT SR, oi Sun 


z—E8 nEy n 1— ze 
ni ER) k=1 k hk=1 


644. Posons @ (x) —(x— 71} (t— 22) ... (T— Zn). 
Soit f GE un polynôme quelconque de so non supérieur à (7—1) et 
soient y1, Yo, ... Un Ses Valeurs pour z=23, z2, ..., tn. Alors 


ñn 
Yi yat... Un ._ __ÿ8® (&o) 
LO= —_———  — —  —— = a 
Li EE. 2 p" (ti) (co — x) 
Yir Vas -.. Yn Étant arbitraires, on a 
 (o) 1 


px) (Go—%) n° 
Considérons le polynôme 
F{x)=n1[p G&o)— ()]—(x0— 2) p° (x). 
Son degré est inférieur à n et il s’annule quand æ=—24, 2°, ..., zh. Par con- 
séquent, F (x) —0. Développons @) suivant les puissances de ce). 


p(r)= ; cp (z— 20)" 


k=—0 
ñ 4 
Nous avons D (n— k) cn (x— xp) —0. Par conséquent, 4 =c2=,..=0n41=0; 
k=1 | 
pUa)=(s— 2)" cp si 204 Y — Co. 
645. zr5— D rip (9) La comparaison des coefficients de 
(— 2) p' (ri) 
æn-l donne 
nr 28 
> ci 
ui p" (xi) 
n 
x? p (x) 
646, z7-1— La comparaison des coefficients de 
À 6 T— tj) P p (Gi) ” 5 
z-1 donne 
n 
> re5 
É p" (ri) 
i=1 
" L'Sg: “ASE 
1 | 1 m1 
647. Li nier D unAni, où A— . | je LE Ag; est le cofacteur de 
k=1 ER 2 


l'élément de la A°TC Jigne et de la Sos colonne Lau déterminant A. 


n— n Fe 
f{a)= Ÿ aix s > Di Jude. 
i—=0 k= 1 i-=0 
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où Az est le déterminant qui s'obtient de À en remplaçant les éléments de 
la A°M Jigne par 1, x, ..., 2-1, 

Le calcul des "déterminants Ag et À en tant que déterminants de Van- 
dermonde donne : 


P (x) 


md nn — 
a 


où p{z)=(r— 21) (x— 22) ... (t—n). D'où f(x) Da S En , ce qu'il 
-fallait démontrer. 


648. f(x) =1+-— î + ES LE, + EE D 2e, 
649, f(=14 DS _— z Ne 1)2 EE) 
Lu green . (z—n+1) 
nl 
650. PERTE 4 2x (2z—2) te, 
651. ptet Et EN ES 
PP mt Cm 0 me mL Leu oem Et CE Cm 
| ml ni z 


652. (= RD, où p (a) (#2) (e—2) …… (e— 8m). 


653. Cherchons f (zx) sous la forme 
f (= 40+ 41 < 
nn (x —m) Er ve (z-m—n+#t1) | 


m A (z— m) E—2—9 de . 


où m, mi, ..., m+n sont les valeurs entières de z pour lesquelles par 
hypothèse f(a) admet des valeurs entières. 
Posant æ—m, m1, ..., m—4-n, nous obtenons des égalités servant à 

déterminer À, Aisne A: 

ne 

k k {k—14 : 

Ah À (8 +R) Lo Ai ET Aa — KA 
KL 2,58 À 


d'où il découle que tous les coefficients 4, sont entiers. Pour des valeurs entiè- 
res de x, tous les termes de f (x) se transforment en coefficients binomiaux avec 
des facteurs entiers À 4 et c'est pourquoi ils représentent des nombres entiers. 
Par conséquent, f (x) admet des valeurs entières pour des valeurs entières de x, 
cé qu’il fallait démontrer. 

654. Le polynôme F (x) — f (x?) de degré 2n prend des valeurs entières pour 
2n + 1 valeurs de z == —n, —(n — 1), . . —1, 0, 1,..., net, en vertu 
A problème précédent, admet des valeurs entières pour toutes les valeurs entières 

e zx. 


219 


216 


655, 


655. 


a} 


Î) 


g) 


h) 


k) 


2) 


b) 


c) 


d) 


e) 


1 


1 


4 9 
3e+2 2@+3 
Î 4 { 


È i 


161 1G40 460 46h: 


1 
16 + 


1 >  . 2kT 
rt ZT — Er 2? k — 


E * £- 


3 | 1 i | 
3 a re Tr ei ’ 


Ti Tati 


1 i3. 

2 D. 
Hi 

+): 


._.  2kn 
Tisn—— ; 


LU 
2k— 1 E 2k—Ad)\T 
D) Er ral mm cos EE } sim CEOE ; 
h=1 
SAC, Got 
D > ——— ; 
k—0 NE 
2k— 1 
___4\kR-1 ci 
Lo PTT 2 
nm 2k—1 
k=1 Z— COS 57 TT 
+. de: 
3(z—1) 3(224+:+1)° 
| Sr) Â | 
8 (x— 2) 8x2)  2(:2+4)° 
1. +2 1 z—2 
8 zx 2 9rt 2 8 +2; ; 
1 «| 1 9 SU 
48 ee 22 3743 7 z2+3 ; 
2k (m+1)n 2kmn - 
1 À ne M xcos Er et 
1 1 | 2kT 
di : k=1 x? — 2x cos LT + 
2k{m+i)n 2kmst 
(—14}m : S COS Et +008 Jap T 
2n +1 Er nt kT F 
in 2n+1 


1 | { pr z cos = —1 
8) èn EC Hire 
k=1 1° 


—2rc0s #7 +1 
ni Ce mn _: st DnsiEe 
b) = 2 : Ck—Tn 
k=—1 ZT TÊTE COS —— +1 
___ (—Dhz 


i) me + > CERNCENICE TEE 


1 A | 
D Tor Awti) 

1 1 À 1 | 
b) AUD 24 D" 4 (z—1)2 ji 4 (z+1)2 


eve CN Ée—ÉRRS GS nr pee=nnrt 


À ts GW lei GED sil 2 


n— 1 


n—1 

1 E} | ER 2kn ,. 2kn. 

D Dot) DE], eco sin PE: 
R=0 


mn nm+tf n (m1). (cm2) 
‘ -2...(m—1 

e) + mt + + ae 1 + 
m _m(m+1) 


Dm 


1 À ETS 
Pan Var Peas 


m (m+1)...(m—+n—2) 
2... (n—1) 


17 


+ 


n 


< 4), (R+k—1 
î) (— Zaire LE > (2a}n-k AU EnES REA EEE 9 x 


tt] 


n—i 
1 Lnfn<+1)...(n+k—1) 
g) (4a?)n 2 (2a)n k n in } _. ( K 


ir 


g' it) PR) —8 (ca) fn) 
h) > [f" (xx) F Ven + 3< [f° (xr) IS (z— 2x) 
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z+i 
658. a) — ZasD Timin TT LICE NITE 


1, 7 É Gr 2 842 
DT TT GT 2teii it:+1;:! 
1 8 4 3 
À He - Me-0) tete Het 

4 


1 , 
RS ES 


#2 2n— 1 
d) HF Eu TEE EN ET Te + 
aan (28e À) | 
Éd k=1 (225 cos +1)" 
17 n—sint ET (n—) z cos À 
di k—1 22 25 cos À +1 
p" (x), zp'(z)—np(zx) . (g'GP—-P@ ep" 
0 ni D ge à  Ÿ wo 
| ; p'(2) , g’(1) _ 17 
660. a) 9: ar TE LUS — c) 17. 
661. 0,51z-1-2,04. 662, y=-7 [0,522 4 2,357-+ 6,08]. 


663. Substituant F dans f(x), nous obtenons après avoir multiplié par gr 


agp + ap lg + ..,+an-1pqt 1 + ang = 0, 


anotnt 
ee — (api... dan1p9" 2 angn 1), 


ana 
“— = — (cop 1 + aipn-?q + 2 +an-199" 1), 


Les seconds membres des dernières égalités contiennent des nombres en- 
tiers. Les nombres p et qg sont premiers entre eux. Par conséquent, a, est divisible 
par g et a, par p. 

Développons maintenant f (x) suivant les puissances de z — m: 


1) = of -mN+a(r—- malt... Ho, (r—m)+e. 
Les coefficients €, c2, ..., Cn sont (m étant entier) des nombres entiers. 


Cn =f(m). Substituant = , nous obtenons 


ag(p—mQt+ ci (p—mqniqg+... Lens (p— mg) qmlLengn=0, 


Cng' : 
d’où nous concluons que - ar est un nombre entier. 
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Etant donné que ta fraction = Em n'est pas réductible, Îles 
nombres p—mg et q sont premiers entre eux. Par conséquent, c, — f (m) est 
divisible par p—mg, ce qu'il fallait démontrer. 

64. Pour l'exemple a) nous donnons la solution détaillée. 

Les valeurs possibles de p sont 4, —1, 2, —2, 7, —7, 14, —14; pour q seu- 
lement 1 (nous estimons que le signe est associé au numérateur). 

f (1) — —4, Par conséquent, p — { doit être un diviseur de 4. On rejette 
les éventualités p — 1, —2, 7, —7, 14, —14. I] reste à essayer —1 et 2. 

f(—1) 0; f (2) = 0. L’unique zéro rationnel est x; — 2. 


bD'u=—s; cu=—-2 mes; du=—8 =; 


5 3 1 2 3 
© Sr — 7: f) 1, —2, 8; E) 5 35» Z? 


b) il n’y a pas de zéros rationnels;  ïi) —1, —2, — 3, +4; 


k) — D == 5; m) tj—=2%= 1, 23—=2,= —3; 

D) 218, tt —1; 0) m=t2=2. 

665. D'après le problème n° 663, les nombres p et p — g sont simultané- 
La impairs. Par conséquent, q est un nombre pair et ne peut pas être égal à 
‘unité. | 

666. D'après le problème n0 663 p — x1g — +1, p — x2q — +1, d'où 
(ts — x) g — +2 ou 0. La valeur 0 ne peut convenir puisque g => 0, x Æ æ. 
Posant pour fixer les idées 22 => x, nous obtenons (x: — 1) g — 2. Cette égalité 
n'est pas possible pour x2 — x, > 2. Supposons maintenant que x2 — x — À 
ou 2. Les seules valeurs de p et g pour lesquelles l'égalité (ze — zx) 9 — 2 est 
possible sont p — 2,g + 1, q — RES, d’où l’unique possibilité pour le zéro 

2 — T1 


AT, ce qu’il fallait démontrer. 


rationnel d’être égal à = z3 + = 
667. Le critère d'Eisenstein est rempli : | 

| a) pour p = 2; b) pour p = 3; c) pour p = 3 après le développement du 

polynôme suivant les puissances de z — 1. 


668. X D (a) = (a 192142 (e—tppe PUED Gsppet  tp, 


Tous les coefficients PE ES Cm , k<p—4, sont divi- 
sibles par p, car k[ Cx=p(p—1)...(p—k+11) est divisible par p et k! est 
réciproquement premier avec p. Donc pour X,{x), après le développement 
suivant les puissances de z—1, je critère d’Éisenstein est rempli pour le 
nombre premier p. | | 

669. Appliquons le critère d'Eisenstein au nombre p, en posant z—y<+1: 

R 


D 
LUED 1, 


Ha 4 


Le coefficient du terme principal du polynôme % est égal à 1. Dans o (y) 
le terme indépendant de y, égal à OX à (1) = p, est divisible par p et 


uou divisible. par p?. Il reste à démontrer que tous les autres coefficients 
sont divisibles par p. Pour cela démontrons par récurrence que tous les coef- 


nm 
ficients du polynôme {y +1) — 1, excepté le coefficient du terme principal, 
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sont divisibles par p. C'est vrai pour n—1. Admettons que c’est vrai pour 
n-1 ñn-1 
D « 
— y o dFpure (y), Où wn-41 (y) 


PU Actu (WP 


n 
=" +1) + pi )=y" L1—+ pe, (y); dy) et w, (y) sont des polynômes. 
à coefficients entiers. Ainsi 


l’exposant pat, c'est-à-dire que (7 + 1) 


14’ 
est un polynôme à coefficients entiers. Alors (y + 1° = (y 
nt 


p (y) — 1 = 
y? + pwr-1 (y) 


ST Os RE TT) k_ph-1 
gp RE = D px (y). 
y + pwr 1 (y) 


Les coefficients du polynôme % (y) sont des entiers, puisque % (y) est le 
quotient de la division de polynômes à coefficients entiers et le coefficient du 
terme principal du diviseur est égal à l'unité. Par conséquent, tous les coeffi- 
cients du polynôme ® (y), excepté le coefficient du terme principal, sont divi- 
sibles par p. Les conditions du théorème d'Eisenstein sont vérifiées. 

670. Admettons que le polynôme soit réductible: f (x) — @ (x)-% (x). 

Les deux facteurs possèdent des coefficients entiers et sont de degré supé- 
rieur à 1, puisque, d’après les conditions du problème, f (x) ne possède pas de 


zéros rationnels. Soit 
p (x) = borh + bizh-1 +, , LD, 
V(z)= com + cam le, LC, 


k=>2, m>2, k1m=—n. Puisque bzcm = an est divisible par p et non divisible.. 
par p°?, on peut supposer que bz est divisible par » et c,, ne l'est pas. 

Soit b; le premier coefficient de q (x) en commençant par la fin qui n’est 
ie divisible par p, i > 0. Un tel coefficient existe puisque a, — bc, n'est pas: 

ivisible par p. Alors a, 4; = bicm + b;#10mn-1 + ... n'est pas divisible par p, 
puisque b;cm ne l’est pas non plus et b;41, b;42, . .. sont divisibles par p. 
Cela contredit la condition du problème, car m + i > 2. 

671. Décomposant f (x) en facteurs irréductibles à coefficients entiers, con- 
sidérons le facteur irréductible o (x) dont le terme indépendant de x est divisible: 
par p. On peut trouver un tel facteur puisque a, est divisible par p. Désignons. 
par 4 (x) le quotient de la division de f (x) par @ (x). Soit 


Q (2) = bormbrm lt. ob, 
Dax) = cgrht oz it on, 


et b; est le premier coefficient de q (x) en commençant par la fin qui n'est pas 
divisible par p ; c, n’est pas divisible par p, étant donné que a,, = b,,cy n'est pas 
divisible par p?. 

C'est pourquoi ah+; — bien + b;4ich_1a + ... n’est pas divisible par p, 
d’où il découle que k + i & k. Par conséquent, m>m+h+i—k— n + 
+i-—-k>zn—k. 

672. a) f (0) — 1, f (A) = —1, f(—1) = —1. Si f(x) — (x) v (x) et le 
degré de @ (x) << 2, alors @® (0) — +1, @ (1) = Æ+f, @ (—1) = +1, c'est-à-dire 
que œ (x) est donné par l’une des tables : 


z [p(X 

UE ar) s) 4) 
0! 141—1/-14111—14) 41 1!l-1 
11-1l-1l 111 1 1-1] 
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On peut ne pas examiner les 5 dernières tables, étant donné que les quatre 
dernières déterminent des polynômes ne se distinguant que par leur signe des 
polynômes donnés par les quatre premières tables. La quatrième table, elle, 
détermine un polynôme identiquement égal à l'unité, Les trois premières tables 
donnent les possibilités suivantes : 


pr) = — fr +r— 1); px) = 2 — x — 1; pr) = 2r — 1. 
Les essais par division donnent : 
fG)= (tt +z—1)(x3 — x — 1). 


b} Irréductible ; c) irréductible ; d) (22? — x — 1) (x — 2}. 

673. Le polynôme réductible du troisième degré a un facteur du premier 
degré à coefficients rationnels, et c’est pourquoi il a un zéro rationnel. 

674. Le polynôme xt + ax8 + bz? + ex + d, ne possédant pas de Zéros 
rationnels peut être décomposé, en cas de réductibilité, uniquement en facteurs 
du deuxième degré à coefficients entiers : 


2 + a78 + br? + cx + d = (2? + kr + m) (22 + ur + n). 
Il est évident que le nombre m doit être un diviseur de d; mn — d, La comparai- 
son des coeflicients de z3 et x donne 
ktu=a nl+mu=ce. 
Ce système est indéterminé si, et seulement si, m— n, c — am, c'est-à-dire si 
c — a?d (cf. problème n° 614). 


. à c— am cm — am? : ; 
Si, au contraire, mn on a ee nr ce qu il fallait 
démontrer. 


675. En cas de réductibilité il faut que 
2 + at + bas + ct + dr+e— (+ hr + m) (8 + Na + dl'r + n). 


Les coefficients des facteurs doivent être des entiers. 
La comparaison des coefficients donne mn = e, d'où il découle que m est 
un diviseur de e. Ensuite, 


A+ — a, 

nÀ + mi” = d, 

m + A4 + "= b, 
n + A4 + mb! = 0, 


d’où 
mm! — nh° = d — an, 


À GX" — nd) + mb — nl" = cm — bn 


et, par conséquent, (4 — an) À + m°A' — nÀ” — cm — bn. Résolvant cette 
équation simultanément avec À + À’ — a, nÀ + mi” = d, nous obtenons 


À — am? — cm3 dn +- be 
 m3—nlae— dm 
ce qu'il fallait démontrer. 

676. a) (zx? — 2x + 2) (x? — x —3): b) irreductible; €) (x? — x — 4) X 
X (2? + 5x + 3); d) (2% — 2x + 2) (x3 + 3r + 3). 

677. Sans restreindre la généralité, on recherche les conditions pour lesquel- 
les 24 + pr? + q se décompose en facteurs du deuxième degré à coefficients 
Tationnels, car si le polynôme admet x, comme zéro rationnel, —z, est aussi un 
zéro rationnel, et l’on peut rassembler les facteurs linéaires qui leur correspondent. 
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Soit a + pat qu (ef + À + qu) (a? + Aoz + ue). Alors 

À Em 2 — 0, 

Milo + hou = 0, 

Li + Aide + = p, 
Hz — ge 
Si À1 = 0, alors Às = 0. Dans ce cas, pour que lu et 2 rationnels existent, 
il faut et il suffit que le discriminant p? — 4g soit le carré d un nombre rationnel. 

Soit À, # 0. Alors Az = —À4, La == Li et ensuite 
qg = Li, 2 —p= A. 


Donc, pour la réductibilité du polynôme 24 + px? + q il faut et il suffit que 
soit vérifiée l'une des deux conditions: 

a) p? — 4g est le carré d’un nombre rationnel; 

b) q est le carré du nombre rationnel 4, 24 — p est le carré du nombre 
rationnel À:. 


678. Si 2 + a28 + br + cz + d — (28 + piz + qu) (2? + pox + 2), 
alors, comme p4 + p2 — a, on peut écrire: 


2 _ ee 
at ax + br2+ cz À d — (2 +rat+e) (22 e+ He) 


Où À — qu + ge Il en résulte que l'équation auxiliaire du troisième degré à 
comme racine rationnelle À = q; + g. 

679. Supposons que f (x) — œ (x}% (x) et ® (x), D (x) aient des coefficients 
entiers. Puisque f (a;) — —1, nous avons q (a;) = 1, Ÿ (a;) — —1 ou q (a;) — 
—= — 1,1% (a;) — {, et, par conséquent, 

p (a) + Ÿ (a) = 0, "1; 2, + + D. 


Si p(x) et b (x) sont tous deux non constants, le degré de œ (x) + 4 (x) est 
inférieur à n, d’où il découle que œ (x) + 4 (x) est identiquement nul. Done on 
doit avoir f (x) — — [o (x). Cela est impossible puisque le coefficient du terme 


principal de f (x) est positif, 
680. Si f (x) — p (x)w# (x), on apa;) — Ÿ (a;) — +1 puisque f (a;) = 1. 
Par conséquent, si @ et ne sont pas constants, @ (x) — 1 (x) identiquement et 
Î (x) = Ie }F. 
Ce n’est possible que pour n pair. 
Ainsi, le seul développement possible est 
(— u)(r—&)...(r—-a,)+1= I (x)f. 


On en déduit, tout en admettant positif le coefficient du terme principal de 


p (x), que 
pr) +1 (2 — &) (x — as) -.. (x — ans), 
px) —1= (x — 0) (x — &) . .. (x — an). 


(Pour avoir le droit d’écrire ces égalités, il faut changer la numérotation des 
nombres &, a2, ..., a,.) Et en définitive 


( — @) (e — a - +. (& — an) (e = @) (a @o) - +. (= an) =2. 
Posons & > as >> ... >> 4n-1. Substituant dans la dernière égalité z = aa 
ke. TL nous obtenons 

(aan — @4) (axx — as)... (az — 2,4) = 2, 


autrement dit le nombre 2 doit être décomposé en + facteurs entiers, disposés 
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dans l'ordre de croissance, de F façons. Ceci est possible uniquement pour z = 2, 


2— —2.(—1) — 1.2 et pour Z-— 1. Ces deux possibilités nous amènent pré- 


cisément aux deux cas de réductibilité du polynôme f (x) cités dans les condi- 
tions du problème. | | 

681. Si le polynôme f (x) de degré n est réductible pour n — 2m ou nr = 
— 2m + {, le degré de l'un de ses facteurs @ (x) n'est pas supérieur à m. Si d (x) 
admet les valeurs -+ 4 pour plus de 2m valeurs entières de la variable, o (x) admet 
aussi les valeurs +1 pour les mêmes valeurs de la variable. Parmi ces valeurs 
de @ (x) il y en a plus de m égales à +1 ou —1. Mais dans ce cas o (x) = +1 
ou —1 identiquement. u 

682. Le polynôme f (x) n’a pas de zéros réels. Par conséquent, s’il est 
réductible, ses facteurs o (x) et  (z) n’ont pes de zéros réels et ne changent 
donc pas de signe pour des valeurs réelles de z. On peut admettre que q (x) > 0, 
+ (x) => 0, pour toutes les valeurs réelles de x. Puisque f (ar) — 4,onaq (as) = 
ÆŸ(a)=1,k— 1, 2,...,n. Si le degré de p (x) (ou de 4 (x)) est inférieu 
à 7, alors à (zx) = 1 (ou + (x) — 1) identiquement. Par conséquent, les degrés 
de p (x) et de Ÿ (x) sont égaux à n. Alors p (x) — À + &@ (x — æ) ...(x — a), 
px) = 1 + Pr — &) ....(x — an), où «& et B sont des nombres entiers. 
Mais alors 

fa)=(-a ...(2— a) +1=1+ (a+ B) (rx — a) ... 
… (x — an) + ap (x — ds} ... (x — a}. 

La comparaison des coefficients de :?r et de zx" donne le système d'équations 
ap = 1, — 0, qui n’admet pas de solutions entières. Par conséquent, 


f (x) est irréductible. | 
683. Supposons que / (x) admet la valeur 1 plus de trois fois. Alors f (z) — 1 
. possède au moins quatre zéros entiers, c’est-à-dire que 
fx) — {= (c— &) (x — a) (z— 03) (x — &)h(z), 
OÙ dy, 42, as, a 6t les coefficients du polynôme h (x) sont des nombres entiers. 
Pour des valeurs entières de z l'expression (x — a} (x — a2) (x — as) (x — «) 
est le produit de nombres entiers distincts. Deux d'entre eux peuvent être 
égaux à +1 et —1, les deux autres sont différents de +1. Par conséquent, leur 
produit ne peut être égal à un nombre premier, en particulier à —2. Donc, 
f (x) —1 = —2 pour des valeurs entières de z et, par conséquent, ÿ (zx) -£ —1. 
684. Soit f (zx) — p (xz)Ÿ (x). L’un des facteurs q (x) est de degré <> 


et admet les valeurs -- 1 pour plus de . valeurs entières de x. Etant donné 
que _ > 6, + (x) oùu—yp(z) admet la valeur 1 plus de trois fois et, en vertu 
du résultat du problème n° 683, ne peut admettre la valeur —1. Donc q (x) ou 
—®p (x) admet la valeur +1 plus de _ fois et, par conséquent, p (z) ou —œ (x} 


est identiquement égal à 1. Par conséquent, f (x) est irréductible. 

Précisant le raisonnement, on peut démontrer que le résultat est vrai 
pour nr > 8. 

685. Soit 

a Lo (I + bp (x) + 1 = Ÿ (x) w (a). 

Le degré d’un des facteurs est < n ; 4 (x) admet les valeurs +1 quand z = «, 
Gr «. An et, vu que n > 7, toutes ces valeurs de (x) doivent être 
de même signe. Par conséquent : 


p(z)= Hl+a(r—m)(r—a) ... (c— a) = +1 + ap (x). 
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Si à 5 0, w (x) est aussi de degré » et w (x) — “+1 + By (x). Mais l'égalité 
a {p Go) + bp (x) + 1= [41 + ap (x)] [+1 + Be (x) 


est impossible, puisque, d’après les conditions du problème, le polynôme 
ax? + bx + 1 est irréductible. 


686. a) f(x) — apr" (1+ EL +...+2). 


m4. Alors, pour [z|>1,ona 
0 


- 2 
MOECAIES = eE dsrere 


Soit max 


[z|—1 
Par conséquent, .{ f (x)| > 0 si |x]>1+4. 


b) + f(a=co (2) +4 (ET RE) ee 


p* \P 
En vertu de a) pour tous les zéros 


JzT dk | ie _æ&. 
" < 1-+max aps d’où |[z|<p+max RD Ë 
Le —— 
c) Posons p— max V | & | . Alors 
0 
ak dB 7: 
| pk, <p, max | < : 
ap p app 1 <P aop#-1 < P 


Par conséquent, les modules de tous les zéros ne dépassent pas pp— 


k / 
— 20 —2 max V 


ax 
ap 


ak 


R—1 /7,, | 
d) Posons p— max V4 —+ |. Alors 
cs ak ai 
let <latots, || <<) 
app*"1 20 


Par conséquent, les modules des zéros ne dépassent pas 


RAA Pr UT 
p+|5t|= SE |+max AE 
687. Soit f(x) — apr +azn lt... La, 
q Ce) = born bal, —b, ; 
0< bo Llaot Hm>|a1,...,bn >|len |. Il est évident que |f{x)| > plz). 
Ensuite 
p (x) = bor" (1 ..— a ; 


L'expression entre parenthèses croît de —oo à 1 pour x variant de 0 à + oo. 
Par conséquent, p (x) possède un seul zéro positif & et @ (x) => 0 pour x > E. 


Cela fait que pour | x | > & nous avons | f (x) | (| z l) => 0, d'où il découle 
que les modules de tous zéros de j (x) ne dépassent pas £. 


688. a) Soit 4== max À . Il est évident que 
0 
| A A A 
I tar (Tr) , 
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d'où pour |x|[=>1 
À 
HOTLINE 


[ælr-1{}æzl—1) 


n-T+l 
LCR ET ENTER TE TE 


| ot Ferre 
|z|—1 


[z1—1 


[(1æ]—1)7 — A]. 
Pour |z| > 14-74 nous avons \f(z)l> 0. 
1 :. ZAR a, fr\nTr An 
b) ie=(?) (2) su DT 


p ep" \e | 
En vertu de a) pour tous les zéros de Î (a) on à 


À a 
E<1+ 7/ max + ; d'où {ei <p+ J/ max |? 
| 0 


pr PT 
Er fer 
: fl 
c) Posons p=— max. V + , Alors |ax | <1a,|p#-r, et les modules de 
r 


tous les zéros du polynôme ne dépassent pas 


FRERE ADP RUCE kr STRT 
_. +=ÿ|£ ue + max V4 _. 
r 
689. Pour les zéros one du ru l’affirmation est évidente. Posons 
pour fixer es idées a >> 0 et désignons @ (x) — agzn — byan! — bin — 
— b,, où by — 0 pour a; > 0, b4 — —4ày pour a; < D. Alors pourun x posi- 
tif, ‘il est'évident que 


f(x) > 9 (x). 


Ensuite, @ (x) a un seul zéro non négatif & (cf. pioniene n° 687) et @ (x) = 0 
pour x => €. Par conséquent, pour x >> ë on a f (x) > œ (x) > 0. 

690. Découle immédiatement des problèmes n° 688, 689, 686 c). 

692. Développant f (x) suivant les puissances de x — a, nous obtenons pour 
TL ZA: 


ft=f(o+ 2 ro 


ii a 


0) + LL (ape HE (2 am > 0. 


J'{a) 
7 -& 
693. On trouve la limite supérieure des zéros en utilisant les résultats des 
problèmes n°5 690, 692. Pour déterminer la limite inférieure on remplace r 
par —z: 
a) M b) 0<zx; <1; ® —11 Lx, <'M; d) —6 < zx, < 2. 
694, à) f— 2 — 3z —1, fi = 2 —1, fa 2x +1, fs= +1. 
Trois zéros réels dans Îles anale (—2, 4), (—1, 0), (1, 2). 
D) f— 2 + a — 2x — 1, fi Se + 2x — 2, fo = 2x +1, fs —= +1, 
Trois zéros réels dans les intervalles (—2, —1), (—1, 0), (t, 2). 
Cf a8— 7r+4 7, fi da — 7, f, = 2x.— 3, fs +1 Trois zéros 
réels dans les intervalles (—4, —3), (1, +) : (5 | 2) . 
d) fr — 2x +5, fi Sat — {, fo = 2x — 15, fs — —1À, 
Un zéro réel dans l'intervalle (—2, —1), 
e) f= 2$ + 3x — 95, fa = 2 + 1, 
Un zéro réel dans l'intervalle (1, 2). 
695. a) f = 21 — 107 — 167 — 4, f, — = — Gr — 4, fo —=.3x? + Gr + 
+ 2, far æ +1. of — 1. Quatre zéros réels dans les intervalles (—3, —2), 
(—2, —1), ee. , (4, 9). 
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b)f—2mt—x—1,ÿf; — 4x8 — 1, fs — 3x + 4, f3— 1. Deux zéros récls 
dans les intervalles (—1, 0) et (1, 2). 
ce © {= 2at — 828 + Bat — 1, fi D — Br + 27, fo 22 — 4x +1 
fa = x — 1; jf, = 1. Quatre zér0s réels dans les intervalles (—1, 0), (0, 1), 
dl. 2), (2, à). 
d'f=mte 4, fi = 2% +2 fa = —8 +2 fa —2, fa —1. 
Deux zéros réels dans les intervalles (— 1, 0) et (0, 1). 
e) f = df F4 — 12x +9, f = À rt — 3, fo 22 2 + Ir — 4, f, — 
Æ —4z + 3, f, = 1. N'a pas de zéros réels. 
_. 696. a) f == x! _ 279 — 42 + 5x + 5, a— A2 — Ga? — 8x + 6, EE — 
= Da? — Dr — 45, fa 22 — À, f, — 1. Quatre zéros réels dans les inter- 
vailes (1,2), (2, 3), (—1, 0) (—2, —1). 
Se 22+1, fm 2 — 3 + r— 1, fo: 2 + 


Fes 5x — 3, e us —97 +5, f, = _1{, Deux zéros réels dans les intervalles 
(0, 1}, (1, 2). . | 

D pd — 2e — 3e | 2e + 1, fi 22 — 32? — 3x + 1, fo =: 
— O2 — Gr — 5, fa == Jr + À, f, — +1, Quatre zéros réels dans les interval- 


les (—2, —1), (—1, 0), (0, 1), (2, 3). 
ds fa 428 — Ga + 2 — 1, fa 5e + 


+ 10 + 17, fa— —8x — 5, f, — —1. Deux zéros réels dans les intervalles 
(4, 2), (—1, 9. 

e) f— 4 A Qu L'Ax +1, fa 2 — Da — Dr +4, fa — Sat — 
— tr — 2, fa = 18x +- = — +1, Quatre zéros réels dans les intervalles 
(—2, —1}, (—1, 0), (0, 4), (4, 5). 


697. a) f— xt — 223 — Tr? + So 4, = 28 — 32 — Tr +4, fr — 
— 172? — 17z — 8, fa = 2x — À, f, = 

Quatre zéros réels dans les le (—3, —2), (—1, 0}, (1, 2), (3, 4). 

b)f= m4 xt, fi 4 — 8x +1, fi 82, — 3x — 4, j;— 
— 87x — 28, f, — +1. Quatre zéros réels dans les intervalles (—3, —2), 
(1, 0), (0, 1), d, 2). 

C) f= miam mA, fi 48 — Su — 2x — 4, fo — Aix? + 
+ 14z — 15, fa — —8x + 7, f, — —1. Deux zéros réels dans les intervalles 
(0, 1) et (1, 2). 


à) f— 2 — ha + Bet — 2 F8 he —3%+4r —3 fr — 
= 2, 


œ —2 + 5x — 5, fa — —9xr +13, f; — —1. Deux zéros réels x; 
À << rs << 2. | 
le) f—mt— 2 — 2x +1, = 4a$ — 3x? — 2, fa at + Dr — 44 
fa = —56x + 31, f, — —1. Deux Cr réels dans les intervalles (Q 1) et (1, 2). 
698. a) f— 24 — 67 — Ax + 2, hi = 23 — 3x — 1, fs — Ja + 3x — 2, 
fs = 4x + 5, fs — 1. Quatre zeros réels dans les intervalles (—2 — 3) | 
(-5. 1), (0, 4), (2, 3). 


D'édAUDARSOR D Dada brin 
fa 2x1 ,f,—1 Quatre zéros réels dans les intervalles 3-2, (05) ( | 1} 


et (1, 2). 
c} == 324 + 122$ + 9x2 — 1, fi — 228 + 627 + 3x, fe — 9x? + 9x + 2, 
fs 19x18 Li 1. our 2. or dans les on (—4, —_ 3), 


Le € dl. 


re À PS cet} . Lt un. A 


pesë + Mas cp ge aù 4 der ou 
FT br jet ds 6, eo IBN ais pit Ar “A Re 
se E F4 ! Le s 5 … 0 ; . .. ne 


Ar 

— t 

À o : 

tas  ,t- 1 ste) 


: te F PS 
246. QATIT es D ï 


dim bi + hr, fi de — 32 — Brin. form ladre 


— 8x — 4, fa 4x — 5, f,—f. Quatre zéros réels dans les intervalles (1 ; +) , 
(= 2), (2, —0, (4, 0) 


e) f— Qui — 19622 — 252» — 440, fi — 28 — x — 7, ne 9x? + 27x + 
+ 20, fs — 2x + 3, f, — 1. Quatre Zéros réels dans les ‘intervalles (4, 5), 


4 5 4 DUT _ 
(51) (3 3) (2 sl. LL. 


699. à) f — 22% — 102 + 107 — 3, fi, — 28 — Det Hi fo e Am ÊE 
+ 3, fa 4e + 3x — 4, f, — x, f5 — 1. Ce. ZérOS réels, dans. les pie 


3 3 1 { 5 vive 5 f 80 | 
(2-5). (31). (0 2) (St) TE À ne 
ee M) 2. 
b) fa 25 — 325 — But + ad — ut — 3x + A, fi Lits set # Ver 
+ at — 2x — 1, fa Bat — Gand — 2 + 4x — 1, fs hair l6 hole ire 
— 267? — 267 + 5, fs — 2x — 1, jf — 1. Six zéros réels dans \lesiinte/[valles 
; 2 sl etolg fe » ob guniz 


C2, 1, 641,0, (0,5). (5.1). 4,2, @ 3. 


C) f— 25 + at — 478 — Sat + 3x + 1, De bee ne SR 
ERA LUS Gr 2. fa = Ba? + 2x — 2, f, — 2x + 1, fs = 1 | 


1} %: 


Cinq zéros réels dans les intervalles (—2. +) ; (5 ; —1) , (—1, 0), 


(0, 4), (1, 2). H6q ne AUD EUX A 
5 __ 8 — 2 — y — Li 0€ 

d) = z 9x 10 + 2, fi a. 94? EURE a AT da 
far —28 ati, fa 8x — 1, fs = —1. Trois 1485: RES) LT £$ 
intervalles (—1, 0), (0, 1}, (2, D. Hurt ob Srooh . TE co — 

700. a) f = 2% + 42? — 1, fi = x, f — 1. DeuxäAéres réélsedans : des intere 
valles (—4, 0), (Q, 1). LE as SD te Lab evuyolsv ol 

D) fe af — Dé + Bet Oo +1, fi 2e — 30 6221. DAh°uiaoltes 


dans’ les intervalles (0, 4) et (2, 3). SE 


.. DT en Æcev + 4 

<) f—= a — 928 + Da — 6x + 1, fi = 2r — 3, fs — 1. Deux zéros réels 

dans les intervalles (0, 1) et (2, 3). dneipèeuoo TE 
LS 4 RE —_. fo 7 4x — — 5% 

fa = RG A Fhose bob DE ER L 


Trois zéros réels dans les intervalles (0, 1), (— 8) Î M eh Eng me 

701. La suite de Sturm est formée des rés xs ED # TEL : 

—2pz — 3q, —4p5 — 27. Si —4Apÿ — 27 © e £E nat sp of 1: 

cients des termes princi aux des polynômes. de pe pese L'aes 

pourquoi tous les zéros de à + pr + 0 sont rs LE BR 

pendamment du signe de p la suite de Sturm change leu eré 0 

et une fois pour -+ . Dans ce cas 2° + pr + q a un zé ni ire sr 
702. La suite de Sturm est formée des ne eee (PT = LU 25 00) dkTas 

—nq n—1. soidx 9h [siot ssümon al 
— (nr — 1) pr —nq, —pP TT, ) 
Quand » est impair, le signe de La dernière expefsion ose avec le signe 


de A —{(n — 1ÿn-lpn — nique Si A > 0, iles eat en 

ce cas le polynôme possède trois zéros réels. Si A? hpT pE hAbpÈRe Ad LE Vigne 
de p le polynôme possède un zé.0 réel. Quand n est pair, le fé ne la dernière 
expression dans la suite de Sturm coïncide ave, le” signe de —pA, où À — 


= (n — 1jn-lprn — nngn-i, La répartition des signes dans là suite #à Sturm pour 


15% 27 


différentes combinaisons de signes de p et de À est donnée dans la table: 


Ÿ Ji fa 3 

41. p>0, A0 — 00 + = + == 
LR Vies) 
2,.p<0, A0 —co | + | — | — | + 
oo I RU ER 

3 p>0 AO —o| + — | + | + 
+æo + + — | + 

4 p<0, AG  —o a Er les — 

00: celte ner 


L'examen de cette table montre que pour À => 0 le polynôme possède deux zéros 
réels, pour À — Oil n'a pas de zéros réels. | 

703. La suite de Sturm est formée des polynômes f == 25 — Sax + 5Sa?x + 
+ 2b, fa at — Bart + 7, fo — 02 — Lax — D, fa — à (ax? — br — nô), 
f\—= a(& —b)z, fs — 1, 

Si A «5 — Bb? > 0, alors a => 0, et tous les coefficients des termes prin- 
cipaux des polynômes ‘de Sturm sont positifs. Dans ce cas tous les cinq zéros 
du polynôme f sont réels. Si À < 0, la répartition des signes en fonction du 
signe de a est alors la suivante: 


Î 1 Ja a fa fs 

0 oo |) et USE SE PA 
PR ec not eut lu 
CR Geo ES un 
ee Pen 


Par conséquent, pour À 0 le polynôme f a un zéro réel. 

704. Soit fx et f1+1 deux polynômes voisins d'une suite « complète » de 
Sturm. Si leurs coefficients des termes principaux sont de même signe, leurs 
valeurs n’ont pas de changement de signe pour + et changent de signe pour 
—æ, car le degré de l’un des polynômes est pair et celui de l’autre impair. 
Si, au contraire, les coefficients des termes principaux sont de signe contraire, 
les valeurs de jf; et de f;+, ont un changement de signe pour + æ et ne changent 
pas de signe pour —. C'est pourquoi, désignant par v, et v2 le nombre de chan- 
gements de signe dans la suite de Sturm pour —o et —-o nous obtenons que 
Vi + V2 = 2. D'autre part, v, — v: est égal au nombre N de zéros réels du 

ns IN 
polynôme. Par conséquent, v2 — an . ce qu'il fallait démontrer. 
705. Se démontre comme le théorème de Sturm avec la seule différence 
u'il faut considérer. l'accroissement (et non la diminution) du nombre de 
C Ta de signe d’une unité lorsqu'on passe par le zéro du polynôme 
initial. 
= 706. La suite de polynômes construite est une suite de Sturm pour l’inter- 
valle z, < z << +0 et satisfait aux conditions du problème n° 705 pour l’inter- 
valle — 00 << x < x9. Par conséquent, le nombre de zéros de j dans l'intervalle 
(zo, co) est égal à v (zo) — V (-- co), le nombre de zéros de f dans l'intervalle 
(— co, r) est égal à v (zo) —1v (—-co), où v est le nombre de changements de 
signe des valeurs correspondantes des polynômes. 
Le nombre total de zéros réels est égal à 


24 (mo) — (He) — v (—). 


707. L'application du théorème d'Euler a 


x2 x2. 

x? T9 x2 T9 
—— de ? 2 a( 2 | 
Pn=(—{re 2 dan =(—1jne 2 D OS 


228 


donne 


d’où 
Pn=xPny-(r—1 Pr 
D'autre part, en dérivant l'égalité déterminant P,_1 nous obtenons 


xè x2 


Pr, _y=(— 1) ire S TAN + ( — 1}7 le ue an? 


d'où 
P' _4=2Pnui— Pa 


Comparant avec la formule précédente nous obtenons P;,_1 = (n — 1) P,.2 et, 
par conséquent, Ph = nP,-1. 

Il découle des formules que nous venons d'établir que la suite P,, Ph1, 
... P1, Po=1i estunesuite de Sturm pour les polynômes ?P,, puisque P,, ne 
diffère de P;, que par un facteur » et P; 1 est le reste, pris avec un signe contrai- 
re, de la division de P; +; par P; à un facteur positif prés. 

Tous les coefficients des termes principaux des polynômes P, sont égaux 
à +1. Par conséquent, tous les zéros de P, sont réels, 

708. Dérivant l'égalité déterminant P, nous obtenons 

; dan (zre-x) : an {nan- lex xhe”*) 
P,=(— DER ER = den 


d'où 
P,=(—1)rnex ee 
Ensuite 
Ph—=(—1ex ee — 
= (—1jn ex E Éd L n enr | — _- Py-nPn-1: 


d'où zP!, = nPh + n2Ph1. 
D’autre ‘part, 
an-1 [(n — 1) EN 2e TX — xn-le-*] 


PT =(—1)jn nez nt à 


nn 
d'où P/,=—nP,_+nP 1 Multipliant par x et remplaçant xP7 et zP;._, 
par leur expression en fonction de Ph, Ph-1, Pn-2; nous obtenons 
Pra=(c—-2n+1 Pai—(n—1)Pno. 


_De ces relations il apparaît que les polynômes voisins P, ne s’annulent simul- 
tanément, et si P, 4 — 0, P, et P,_, sont de signes contraires. Il découle ensuite 


P { xP, P 
d DA — À n n-1 : j 9 
e P, de + PA que P. change son signe de moins en plus lors 
qu’il passe par le zéro positif de P,. Donc, la suite P,, P,_1,.., P1, Po—1 est 
une suite de Sturm pour P, dans l'intervalle (0, w). Les coefficients des termes 
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principaux de tous les P, sont égaux à l’unité. P,, (0)—(—1}" »!. Par consé- 
quent, v (0) — v (+o)— n», ce qui signifie que P, possède nr zéros positifs. 


n 
709. En=.En Ensuite, £, = E, 1 — (- —) . C'est pourquoi les poly- 


à œn : 
nômes E,, En-1 et — = forment une suite de Sturm pour Æ, dans l'intervalle 


(— co, —e) pour un e aussi petit que l’on veut. La répartition des signes est 
donnée dañs‘la table suivante : 
ee Se 
El UT (pri 


Par conséquent, quand n est pair, le polynôme £, n’a pas de zéros négatifs, quand 
n est impair, le polynôme Æ, possède un zéro négatif. Ensuite, quand x > 0, 
le polynôme £,, (x) > 0. 

710. Transformons à l'aide de la formule d’Euler l'identité 
9 . A (5 


1 1 
sente ne " | an [(2:—41)e* 
fil N CR dant 7 7 dzn En 
PAREIL RTS 
Nous obtenons 
AuGgd He + L 
Ce dntle * dre * an-le % 
2er 1 2(n +1) N on tn + 1) ri 
1 1 
dre * dn-le Ÿ 


d’où Ph—={(2rr+1) Phy—n(n—1) Ph-or2, 

D'autre part, en dérivant l'égalité déterminant P,_;, nous obtenons 

Pn=(2n2+1) Pr 22Pl à 

Comparant les résultats nous voyons que P,,4 — n (n — 1) P,_2 et, par con- 
(n + 1}nP,_1. En vertu des relations établies, la suite des 
polynômes P,, Pr-1, Ph, . :., Po — 1 forme une suite de Sturm pour P,. 
Les coefficients des termes principaux de tous les P, sont positifs. Par consé- 
quent, tous les zéros de P, sont réels. 

‘711. Calculant de deux façons 


(5 (=) 
en) er) 
dan _ den L 


nous cbtenons 
Pn—22Pn-1+ (2241) Pr 20. 


"La dérivation de l'égalité déterminant P,, donne Ph == 2rP 4 — 


2 | 
= EL pr _ d'où P},_y;—n#Ph_2 et, par conséquent, P, —(n+1) Ph_1: 
"1 découle des formules déduites que P,, P,-4, ..., Po=— 1 forment une 


suite de Sturm pour P,. Tous les coefficients des termes principaux de la suite 
sont. positifs, par conséquent, tous les zéros de P, sont réels. 
"TL est facile de résoudre ce problème directement. Plus précisément, 


+ 1 1 i 1 
cet z2 +1 TT "9i ( T —i SS z+i ‘ 
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AN 


d'où nous obtenons que 


À 
Pn (x) = 


Dre [Ge + i)rr1 — (x — ijnt1]. 


k 
Il est facile de calculer que les zéros de P, sont cotg “ET 
&—1, 2,,..,n. 


‘712. Développant d'après la formule d’Euler l'identité 


2 
an Sur an-1 a — 
V/z° + 4 V/x? + 1 
gen 7 gen-l L 


nous obtenons 
Pa— Qn—1)zPns (in —1)2 (2241) Pn-2=0. 
En dérivant l'équation qui détermine P,_, nous avons 
Pa —(n—1) Pa +{r2+ 10) P,_4=0, 
d’où 
P,-s=(n— 1) Ps et P, —n?Pn_1. 


II découle des relations trouvées que P,, P,_1, ..., Po = 1 forment une 
suite de Sturm. | 

Les coefficients des termes principaux étant positifs, tous les zéros de 
P,, sont réels. 

713. Les fonctions F (z}, 7” (x) et [f’ (x)? forment une suite de Sturm pour 
F. Les coefficients des termes principaux de la suite 34%, 12ai et 9aë sont posi- 
tifs. Par conséquent, le nombre de changements de signe perdus lors du passage 
de z de — oc à + o est égal à 2. 

Si f a un zéro double, F a un zéro triple et un zéro simple. Si j a un zéro tri- 
ple, {a un zéro quadruple. 

714. Si l'un quelconque des polynômes de la suite de Sturm a un zéro mul- 
tiple xo ou un zéro complexe &, on peut remplacer ce polynôme par un polynôme 
de degré inférieur en le divisant par la quantité positive (x — x0}? ou (x — a) X 
X (x — &’). On peut remplacer les polynômes suivants par les restes, pris avec 
le signe contraire, restes que donne l'algorithme d’Euclide pour le polynôme à 
remplacer et celui qui le précède. Après cela le nombre de changements de signe 
pour z — — devient << r — 2, où n est le degré du polynôme. Par conséquent, 
e nombre de zéros réels est a fortiori < nr — 2. et 

715. Soit F (x) — (x? — 1)". F (x) admet —1 et +1 comme zéros d'ordre 
de multiplicité n. F’ (x) a —1 et +41 comme zéros d'ordre dé multiplicité nr — 1, 
et, d'apres le théorème de Rolle, encore un autre zéro dans l'intervalle (—1, +1). 
F” (x) a —1 et +1 comme zéros d'ordre de multiplicité »z — 2 et deux zéros dans 
l'intervalle ouvert (—1, +1) et ainsi de suite. Ft(m)(x) — P, (x) admet n zéros 
dans l'intervalle ouvert (—4, +1). | 


716. Soient zx, . .., x, les différents zéros de f (x) d'ordre de multiplicité 
Oui, Oo, . .., Op, Li LT LC T3 LC... <Cxp. La fonction (x) — ae est 


continue dans les intervalles ouverts (—oo, 74), (x, z2), . . ., (xæp1, 2) et 
(z4, + oæ), varie de 0 à —c dans l'intervalle (—œ, x), de + 00 à —c dans cha- 
cun des intervalles (x; _1, x;) et de+ à 0 dans l'intervalle (x,,00), car @ (r)}— 
quand x — x; et change son signe de— en+ en passant par x:. 

Par conséquent, @ (x) -+ À admet un zéro dans chacun des intervalles 
{(z;_-1, z;) et, en outre, pour À => 0 un zéro dans l'intervalle (— ©, +1) et pour 
À << 0 un zéro dans l'intervalle (z,, +). | : 
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Ainsi p(x) + À et donc f (x) [q (x) + À] — À f(x) + j° (x) admet & zéros 
différents de 1, 2, . . ., x, pour À -£ 0 où & — 1 zéros différents de x, za. . . 
+: Æk POUr À — 0. En outre, 'Àf (x) + f’ (x) admet x1, 22, . . ., z, Comme 
zéros d'° ordre de multiplicité &1 — 1, œ2 — 1, . .., œy — 1. Aussi le nombre 
total de zéros réels one tenu de l'ordre de multiplicité) du polynôme 
Àf (x) + f! (x) est égal à Œ. Deus is ax pour À = 0 et à oi + Go + 

+ 'a—1 pour À = 0,c'est- à-dire qu'il est égal au degré du polynôme 
Af (x) + F (a). 

717. Soit  g'(x) == @o. (x “ 4) (æ + À2) . .. ne RL  — aol (&), 
Fi (2) = Po (x) + fo (x) — of (x) + aoMf" (x), Fa (x) = Pi (x) + hoFi (x) — 
— oi AS + ao (À + À) f' (x) + Gohahaÿ” (x),. etc. Alors FR G= La e 

y (x) — af (z)+aæf (x) + . ..+ af (x), où doi Gi än SONt 
les nets de g. En vertu du résultat du problème n° 715 tous les zéros de 
tous les polynômes Fo, F1, . .., F, sont réels. 

718, Le polynôme ag" . aman-l +. .+m(m—1)...(m—n<+1)x 
X an = faort + a (am) +... + «4, (my) xnTmM, mais tous les zéros 
de zm sont réels. | 

719. Le polynôme ent han njtt li bn(n— Î)anorti +... +agnl n’a 
que des zéros réels. Par conséquent. tous les zéros de agnlxn + an (n—1). 

. 2214... nan it +u, sont réels. Appliquant à nouveau le résultat du 
problème no 748, nous ohtenons que tous les zéros du poly nôme agen + 
+ann (n— 1). . 2xn-lE an (n—1j.n(n—1)..,32zn 24 ,,. an! sont réels, 
Il reste à diviser par n!. 


720. Tous les zéros du polynôme (1+x)n — " x + D à x... Lan 
sont réels. Il reste à appliquer le résultat du problème no 719. 
721. Le polynôme ‘f (x z) — = pan — ant gn2 —_,,, — 1 a un zéro 


réel 1. Ensuite, soit F (x) = e — 1) f(x) = nrntl — (n + 4) xn + 1. Alors 
F' (x)= n(n se 4) (x — 1) ni | pou n impair, le polynôme F (x) admet un 
seul minimum pour z = 1 et. ar nue n’a pas pour zéros que le zéro 
double x — 1. Pour x pair, le 2» ynôme F (x) croît de — oo à À pour — oo < x < 
< 0, décroît de 4 à 0 pour 0 < rx < 1 et cran de 0 à co pour 1 < x << ce. Aussi 
dans ce cas F (x) a un seul zéro autre que le zéro x — 1. 
722. La dérivée du polynôme qui nous intéresse est positive pour toutes 
les valeurs réelles de z. Par conséquent, le polynôme n'a qu'un seul zéro réel. 
723, Soit a<b<e; f(—o0) << 0; f(a)= B(b — a) + Ce — a) > 0; 
f (c) == —A? (ce — a) — p? (ce — b) < 0: f(+o) > 0. Par conséquent, f possède 
des zéros réels dans les intervalles (—, a): (a, c}; (ce, Ho). 
= A? A (a— ay —bi) 


° kR 
724. p(atb=B+ y a =p+Ÿ ee La 
R=1 


— 


A? 
Im (q {a+ bi)) = —b > - a— a) LE = O0 pour b 0, car tous les termes 
k==1 
se trouvant sous le signe somme sont positifs. Par conséquent, q (a+ bi) -Æ 0 
pour b -Æ 0. On peut obtenir le même résultat en sc basant sur le fait que 
@ (x) varie de oo à —oo quand x varie de 4; à a;:1, @ (x) varie de Ô 
à —o quand —oo<r<4@, fx) varie de —+cc à 0 quand An <T< 00. 
On suppose ici que 


A Lo Le L'Eme 


d 1 
725. a = ÿ pr où x sont les zéros du polynôme f(x). Par 


conséquent, 
nm 


| 1 
GT QU OP À Tr > 0 


=. 
_— 


pour toutes les valeurs réelles de z. 

726. Soient x xs << ... <C x, les zéros du polynôme f (x) et y < 
2 Le. <L'Ym les Zéros du polynôme œp (x). 

Quand les conditions du problème sont vérifiées, m — n, n — 1 ou n + 1. 
Sans restreindre a généralité “on peut supposer que 21 << y << œ2 yes << ... 


< y 


ss. CYnu LTn OÙ OL Yi LT LYo Lee LYn L'En L'Yn. Nous 
admettons que À = 0. Récrivons l'équation sous la forme 
tosies 
p (2) À 
Sim=n, Ÿ(z) varie: 
&æ . 
de _ à — 00 pour —co < x < ÿy1, s’annulant pour z=—x; 
0 


de +00 à — oo pour yx x < yn:1, Ss’annulant pour r= Zp41 ; 
, € 
de -+c à —— POUrT Yn LE KL +o0. 
0 
Ici ao et à, sont les coefficients des termes principaux de f (x) et (x) que nous 


estimons positifs. 
+ (x) étant continu dans chacun des intervalles considérés, l'équation 


p{r)= — À à » racines réelles si — À 2% et n —1 racines réelles si — LE — 
À À ” bo À 
— Re . Donc, le nombre de racines réelles de l’équation Àf (x) + uœ (x) est égal 
0 \ 


au degré de cette équation. 
On examine de façon analogue le cas m — n — 1. 

727. Les zéros de f (x) et (x) sont nécessairement tous réels, puisque 
f (x) et @ (x) s'obtiennent de F (x) pour À = 1, u = 0 et pour u — 1, À — 0. 

Supposons que les zéros de f (x) et @ (x) ne se séparent pas. Sans restreindre: 
la généralité, on peut admettre qu'entre deux zéros contigus z4 et x: du polynôme 
f (x) il n'y a pas de zéros de œ (x). Alors Ÿ (x) — Le est continue pour x << 
< 2 < z2 et s’annule aux extrémités de cet intervalle, D’après le théorème de. 
Rolle il y a à l’intérieur de (21, re) un point x, tel que’ (x,) — 0. Dans ce cas, 
4 (x) — % (x) admet x, comme zéro d'ordre de multiplicité 4 > 2. En vertu du 
résultat du problème n° 581, il y a sur la circonférence | z — rç | — p, si p est 
suffisamment petit, au moins quatre points où Im (1 (z)) = Im (ÿ (x)) = 0. 

Parmi ces points l'un au moins z, n'est pas réel. Le nombre u — 4 (z) est 
réel. Le polynôme FÆ (x) — —f (x) + uœ (x) possède un zéro non réel, ce qui 
contredit l'hypothèse. 

728. Les zéros E1 << Es . . . <C 6, du polynôme f’ (x) divisent l'axe réel 
en nr intervalles | 


(— ©, Eu); (Es, Eo); 3 (Er; ah (ET œo). 


En vertu du théorème de Rolle, dans chacun de ces intervalles f (x) a au 
plus un zéro. Ensuite, le polynôme f” (x) + À f” (x) pour chaque À réel a au plus 
un Zéro dans chacun des intervalles mentionnés. Par conséquent, f (x)+ Àf’ (x), 
en vertu du théorème de Rolle, a au plus deux zéros dans chacun des intervalles, 
compte tenu de l'ordre de multiplicité. 
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Répartissons maintenant tous les intervalles en deux classes. Nous rappor- 
tons dans la première classe les intervalles dans lesquels f (x) possède un zéro 
et dans la deuxième ceux dans lesquels f(x) n’a pas de zéros. Considérons la fonc- 
tion (x) — 0) . Dans les intervalles de la première classe 4% (2) à un 
zéro simple et, par conséquent, change de signe. Dans les intervalles de la deu- 
xième classe 1 (r) ne change pas de signe. Dans les intervalles de la première 
classe 1 (x) + À possède, compte tenu de l’ordre de multiplicité, un nombre 
impair de zéros. Par conséquent, en vertu de ce qui vient d'être dit, dans l'inter- 
valle de.la première classe 1 (x) + À n’a qu’un zéro simple et n'a pas de zéros 
multiples. Aussi 4’ (x) n’a pas de zéros dans l'intervalle de la première classe. 
Exäminons maintenant les intervalles de la deuxième classe.:Soïit £, un point 
dans un certain intervalle de la deuxième classe, en lequel la valeur absolue 
de 1 (x) admet un minimum et soit Ap — Ÿ (Ëc). Pour fixer les idées nous sup- 
poserons + (x) positif dans cet intervalle. Donc, la fonction 4 (x) — À n’a pas de 
zéros dans l'intervalle qui nous intéresse pour À < À, et possède au moins deux 
Zéros pour À => À. | 

En vertu de ce qui vient d'être dit, le nombre de zéros de 1h (x) — À est 
exactement égal à deux pour À > À, et les deux zéros sont simples. Ensuite 
4b (zx) — Ào à Eo comme zéro multiple, plus précisément comme zéro double. 

Ainsi, ÿ (x) — À n’a pas de zéros multiples dans les intervalles de la pre- 
mière classe et possède seulement un zéro multiple pour une valeur de À dans 
chaque intervalle de la deuxième classe. Ensuite, eue zéro n du polynôme 
f2 (x) — f(x) f” (x) est un zéro multiple de 1 (x) — 4 (n), car 


,_ f(x) —f{z)f" (&) 
va = à 
Lip (a)] FO 
Donc, le nombre de zéros réels de jf’? (x) — f (x) f” (x) est égal au nombre d’in- 
tervalles de la deuxième classe, qui est évidemment égal au nombre de zéros 
complexes de f (x). 

729. Àfi (x) + uf2 (x) a tous ses zéros réels pour n’importe quelles cons- 
tantes réelles À et u (problème n° 726). Par conséquent, en vertu du théorème 
de Holle, Àf{ (x) + us (x) a tous ses zéros réels. Il en résulte que (problème 
n° 727) les zéros de jf; (x) et f; (x) sont séparables. 

730. Supposons que f (x) n’a pas de zéros multiples et que &, << Es <<... 


. << En 1 sont les zéros de f” (x). Considérons la fonction 4 (x) = ee sa (æ . À) 
Di …_ dx) 1 1 : . 
Il est évident que lim <= — _ a . > Osiy = 0 ou si y << —n. Il en découle 
L<— co ! , 


que wŸ (zx) —+ -+ oo pour z —+ + 0 et que 4 (r) —> —co pour z —> —co. En outre, 

ap (x) — — 00 pour x —+ E; à droite et Ÿ (x) — + oo pour z — E; à gauche. Aïnsi, 

w (x) varie de —oo à + dans chacun des alle (— oo, Ei), (Br Bo, . .. 
…… (En-1, ©) tout en restant continue à l’intérieur de ces intervalles. 

Par conséquent, (x) et avec elle son numérateur y f {z)+(x + À) f’ (x)a 
au moins » zéros distincts pour y => O'ou y << —n. Mais Le nombre de zéros de 
vf () + (æ + N f' (x) n'est pas supérieur à n», car vf (x) + (x + À) f” (x) est 
un polynôme de degré n. Si f (x) a des zéros multiples et si æ, x, . . ., T8 
sont les différents zéros de jf (x), alors f’ (x) a 4 — 1 zéros Ë , Éo, . . ., Ep, 
différents de x,, z>, . .., æ,. Par un raisonnement analogue au précédent on 
s'assure de l'existence de k zéros de 1 (x). Tous ces zéros, excepté —X, si —À est 
parmi Îles zéros de f (x), sont différents des zéros de f (x). 

Outre ces zéros yf (z) + (x + À) f’ (x) a comme Zéros 24, æo, . . ., x avec 
pour somme des ordres de multiplicité n—% (si—ÀX n’est pas un zéro de f (z)) ou 
n — k + À (si —À est un zéro de f (x)). 

Le nombre total de zéros réels de yf (x) + (à +zx) f’ (x), compte tenu des 
ordres de multiplicité, est de nouveau égal à 7. 
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734. Soit @ (rx) = by (x + V1) (x + Ve) . . . (x + Y4). Chaque y; est soit 
supérieur à zéro, soit inférieur à —n. : 
Il est évident que les coefficients du polynôme 


Ÿ Fa (x) = Vif (x) + xff (x) sont a; (Vs + à). 
Les coefficients du polynôme L 
Fa (x) = Vel (x) + zFi (x) sont a; (1 + à) (va + 
et ainsi de suite, les coefficients du polynôme 
Fa (2) = Yu (2) + 2Fh-1 (x) 
sont 
Gu+)mM+D... (+, i=1,2 ..,.,n. 


En vertu du résultat du problème n° 730, tous les zéros de tous les polynô- 
mes F1, Fo, .. ., F, sont réels. Or 


ao® (0) + mp A)z +... +a,p(n)zt = b,Fy (x). 


732. Soit f (x) — 1 (x) (x + À) où L est un nombre réel, et f; (x) un polynô- 
me du (7— 1)°°° degré, dont tous les zéros sont réels. Supposons que pour les 


polynômes du (n — 1}°® degré le théorème est vrai et avec cette supposition 
‘démontrons qu'il est encore vrai pour les polynômes de degré n. 


Soit 
hi) =bo+bhr+...Lbnirn-1. 
f(x) =4a9+ ax +... +anan. 
Alors 
do — À bo 
ad — Ab + Bo, 
do — Ada + ba, 
an-1 = Abn-1+dn-2; 
ht bn-1 


ef 
dp+ avr + ay (p— 1224... +any (y —1 
.(v—n+ 1) 22 [bo + biyr + boy (y — 1) 224... 
env (y — 1)... (y —n<+2) an 1] Ezy [bo + 
+ bi (y— tr +be(y—1) (y —2)22+ bn (p—1) (y — 2) 
(pr + ent = op (x) +x [yp (x) — 29 (æ)], 
où on a désigné par (x) le polynôme 
 botbavr + bay (v— 1224... Hay (y —1) (pm +2)amt, 
En vertu de la supposition faite, tous les zéros du polynôme œ (x) sont 


réels. Il reste à démontrer le lemme suivant. 

Lemme. Si (x) est un polynôme de degré (n — 1) qui possède unique- 
ment des zéros réels, tous les zêros du polynôme «4 (x) — Àg + yrp — r?ç' 
sont réels pour Y => n.— 1 et pour tout À réel. 

D fmonstration. Sans restreindre la généralité on peut supposer 


que 0 n'est pas un zéro de æ {x}, car si ® — xkp1, qi (0) Æ Q, on a 
de) = 2À (ps + (v — E) 2m — 2°ps) = hs 
et V1 — Y — k est supérieur au degré de 4. 
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Soient z4, To, + « « 2m les différents zéros de @. Le polynôme 4p à parmi 
SCS ZÉTOS T4, Los + + «r Em AVEC Une somme des ordres de multiplicité z — 1 — m. 
Considérons maintenant 


xp" lz) 
20 (x } == À LT — — 7 
L @œ)}= +7 ra 
Il est évident que 
10 
lim =p—(n—1) > 0. 
X—00 


Par conséquent, 160 (x) —+ —oo pour æ—> —oo et w# (x) — + oo pour 
z—> +00, En outre, w (x)-> +00 pour x — x; à gauche et 14 (x) —+ —© pour 
zx —+ +, à droite. C'est pourquoi w (x) a des zéros dans chacun des intervalles 

(— oo, 24), (ts, Lo), + (tmets Emi ms +). 

Le nombre total de zéros réels de 1 (x), compte tenu «le l’ordre de multipli- 
cité, est égal à n — 1 — m + m + 1— n, c'est-à-dire au degré de (x), ce 
qu'il fallait démontrer. 

733. Si tous les zéros du polynôme a, + aix + ... + a,zn sont réels, 
tous les zéros du polynôme açz + axnt + ,,, + a, le sont également. Ensui- 
te, tous les zéros des polynômes 

api (vi — 1) ... Cyan +0 ar Haip (pi — 1) 


.. (paint 2) an LE... Lan-1ys5 + @n 


aovi (va D... (ir + Hay (pi 0... (yi—n+2)z+. 


ee Fan-1viat dar — 


et 


— Pres DRE = | n-1 
RE ee. enr 


En | 
———  , ————— 2" 4) — n+1 
Pont RD eu Ya (171) (pin +1) 
sont réels pour y1 > n—1. Posant y; —n<+1— ax > 0, nous obtenons que tous 
les zéros du polynôme | 


HER œ DE a (æ—+-1) a(a+1) ...(atn—1) ” 
sont réels. Appliquant encore une fois le résultat du problème n° 732, nous ohte- 
nons le résultat recherché. 

734. 1. Supposons que tous les zéros de f (x) sont positifs." Alors, le poly- 
nôme a + œwz + ... + anwñrn ne peut pas avoir de zéros négatifs. Sup- 
posons que le théorème est vrai pour les polynômes de degré r — 1. Posons 


(2) =bo—thwr + bowtr2 EL... + bat 1égn-1.. 
Soit Om <r< ... <'En-1s OÙ Ti, Los ss Tn_1 sont les zéros de œ(x), 
et soit > wr2. 
Li1 


Soit ensuite f(z)=(ÀA— zx) (bgbiz+...+bh.yzn 1), Les coefficients du 
polynôme f(x) sont égaux à 


dj — Abo) 
Œi — Ab; a bo: 
An — Abo — b4, 


An = Abn-1 —bn-2, 
An = — bn-1. 
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Par conséquent, 
Ÿ (2) = a0+ awx + aux? +... + nes = 
= À (bo buwr +... but Dent) 
— x (bot + bu . .+bn 0" on 1) = À (x) —xwp (rw?) 


Les zéros des polynômes p (x) ei xp (zw?) se séparent e 1 vertu de l'hypothèse 
de récurrence. Par conséquent, tous les zéros du polynôme Ag (x) + zwp (zw?) 
qui nous intéresse sont réels. 11 re: ie à vérifier que la loi de leur distribution 
est la même que pour le polynôme q (x). 

Désignons par z, 2», . . ., z, les zéros de % (x). Il est facile de voir que 


OL LT LAW Lo Lo LLW PL 23 LL 
. T Zn 1 << ln -1 <T Tn1W 7? << Zn: 


: Z; Zj_ywT2 . — 
Il en résulte que + > = uw, ce qu’il fallait démontrer. 
it i—1 
1 m 
age, 
2. Considérons @m (x) — — — 


Quand m est suffisamment grand, les zéros du polynôme ,, (x), égaux 


à — V4 dé je sont pas contenus dans l'intervalle (0, n). Par conséquent 
Ig — — 


(problème n° 734), tous les zéros du polynôme 20Pm (0) + aiPm ()z.+ 
…+ ann (n) xt sont réels. Mais lim œ,, (x)}=wx". Par conséquent, en vertu 
NN — 2) 
de la continuité des Zéros comme fonctions des coefficients, tous les zéros de 
ag + mur + . + anw%zn sont réels. 
735. Désignons - Par 1, Ze, . - ., 2h les Zéros du polynôme } (x) — ao + 
+ uz-+ ... + ant, Sans restreindre la généralité on peut Îles supposer 
positifs. Soit ensuite 


p (x) = an cos p + a cos (p + O)z +... + a, cos (p + n0) r7 
px) =asinp+e sin(p+6)z+...—#+an sin (p+n8) zn. 


Alors 
p {æ)+ ip (x) = (cos p—+i sin q) un Il (az— ri), 
i= 1 
qe (x) — ép (x) = (cos p—i sin p)an IF Q'T—Tih, 
i—1 
où 
a= cos 0 + i sin 0, ? == cos 8 — i sin À. 


Par conséquent, 


D (x) = m LE) Hp la) cos q+-i sin cos + t sin @ TE GE— ri 


@ (r)— ip (x) cos p—isin y CHPEETE 


LAS) 
Co 
=) 


Soit z=—pf un zéro du polynôme œ(x). Ici p=|x[; B—cosÀ<+isinAÀ. 
Alors | D(z)|—1 et, par conséquent, 


n 

Il RE e 
paf —z; Ù 

i—1 


mais 
pab— si |? (oùf—z:) (paf xi) 
paf zi | 7 (pa’f—z;) (paf —x;) 
130% (œ— a’) (B’—8)_,, 4pzisintisinÀ 


abar © 


SCA LS 
Laissons de côté le cas peu intéressant sin 0 — 0. 

paf —z; 
pa'B—z; 
té ou simultanément inférieurs à l’unité, et leur produit ne peut être égal à 1. 
Par conséquent, sin À = 0, c’est-à-dire que x est réel. | 

736. Soient 271, Z2, .- . ., Zn les Zéros du polynôme 
f(x) = 00 + ibo + (a + ibi)z +... + (a+ ib,) IN (x) + üp (x). 

Les parties imaginaires de ces zéros sont positives. Considérons le polynôme 


f(z) = px) — ip(z). Ses zéros sont évidemment x{, ré, ..., x, conjugués 
de AE Lo; CCE ZE | Th: Alors 


2 
Si sin À 0, tous les sont simultanément supérieurs à l’uni- 


_p{x) Hip (@) . TT; Antibn. 
MR TE TC ere 


— 
— 


Si x) est un zéro de (x), on a 


LL 
Zp— Ti . 
1® (20) = [[ || =1. 
i=1 Lo Li 
Mais 
Zo—T; 2 (zo— Ti) (x5— zi) . (4; — 25) (zo— to) … 1 Im (xo) fm (x:) 
To— Ti (Zo— ri) (Zo— Ti) lzo— x l? | zo—- xi l2 
D'où, si Im(xsy) > 0,on a + << 1 pour tous les i; si Im (x,)< 0, 
i 
on à Te > 1 pour tous les ti. (Il est facile d'obtenir géométriquement 
0— 7; | | 
le même résultat, sans faire des calculs.) Par conséquent, l'égalité | D (25) [ = 1. 


est possible uniquement pour x, réel et c’est pourquoi tous les zéros de @ (x} 
sont réels. 
Considérons ensuite le polynôme 


(ae — Bi) (o (x) + ép (x) ap (x) + By (x) + à lap(x) — Bp (il. 


Ses zéros ne diffèrent pas des zéros du polynôme initial de sorte que sa partie 
réelle ap (x) + By (x) n'a que des zéros réels pour & et B réels arbitraires. Mais: 
dans ce cas, les zéros de @ (x) et de 1 (x) sont séparables (problème n°0 727). 


PS 
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737. Soient x, ze. . . ., æ, les zéros de q (x) et ya, yo, < - … Un les zéros 
de 1h (x). Sans restreindre la généralité an peut supposer que les coefficients des 
termes principaux de çq et 1j sont positifs et 


UML y ... Sin St Un 


(y, peut être ahsent). 


Décomposons ÿ G) cn éléments simples 
qu 
n 
ap (x) Az Ÿ (zx) 
-— À = à À ap PIANO 
@ (x) PE É p” (zx) 


On voit aisément que tous les 4x > 0. Posons z=—a<+bi ct trouvons la partie 
hnaginaire de 


tp EW a). ve 


w (2) RICE 
ñ ñn 
( | A A 


Si b> 0, on a Im (° mi) < 0 et, par conséquent, (rx) ip (x) = 0. 
Ainsi, dans le cas considéré tous les zéros de qm(xz)}+id{x) se trouvent dans 
Je demi-plan inférieur. De façon analogue, on considère les autres cas de 
distribution des zéros. 


n 

Î =» —— : æx sont les zéros de f(x). 
R=1 : 

Soit z—a—bi, b> 0. Alors 


eh 


Par conséquent, 
f(a— bi) & 0. 
739. Supposons que le demi-plan est donné par l'inégalité 
rcos(0—çp)>p, où æ—7(cos p-+i sin œp). 
Posons æ—{x"-+ pi} (sin 0 —i cos 0). Alors 
æ’=: — piz (sin 0 + 5 cos 0) — r sin (8 —ç) +i [r cos (6 — p) — p]. 

Il en découle que si x se trouve dans le demi-plan donné,.x’ se trouve dans le 
demi-plan Im (x’} >> 0 et i:versement. Ainsi les zéros du polvnôme j {{x’ + 
+. pi) (sin 8 — i cos 0)] sont situés dans le demi-plan supérieur. D'après 
le problème n° 738, les zéros de sa dérivée égale à [sin 0 — ÿ cos 6] X 
_X f° [(z’ + pi) (in 0 — à cos 0)] se trouvent aussi dans le demi-plan supérieur. 


Par conséquent, les zéros du polynôme jf’ (x) se trouvent dans le demi-plan 
donné. | | 
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740. Découle immédiatement du résultat du prohlème n° 739. 
741. L'équation se décompose en deux équations : 


l'Opep: f(x) 1 
Î (x) dr F4 f (x) pe 
La décomposition en éléments simples donne : 
- Î 1 
= SW 0 
k=:1 


zx, les zéros de f(x), sont par hypothèse réels. Soit z—a-t bi; alors 


ñn n 
es =) RIZ ae <nir- 


R= 1 


Pour les racines de chaque équation il faut que = < GI , d'où [b|< kn, 

742. Tous les zéros de f'(r) sont évidemment réels. Désignons-les par 
1, 62, . . ., Ën_1. Ensuite, désignons par ys, ve, . . ., y, les zéros du polynôme 
f(x) — bd, par 1, x2, . . ., æ, les zéros du polynôme f (x) — a. Alors 


Yi << y Lbs << ... A nes Vas 


Ti LL TL EL... Latin € En LT 


[1 découle de ces inégalités que les intervalles bornés par les points z;, y; ne se 
recouvrent pas, car ils sont compris dans les intervalles ne se recouvrant pas 


(— oo, Ei); (6, Eo); . . 5 (na +00). 

Le polynôme f (x) admet aux extrémités de chacun des intervalles considérés 
les valeurs a et b et parcourt, à l’intérieur de l'intervalle, toutes les valeurs 
intermédiaires. Par conséquent, f {x} — À s'annule n fois sur l'axe réel, ce qu'il 
fallait démontrer. 

743. Si les parties réelles des zéros du polynôme jf (x) — æn + ani + .,, 
... +4, sont de même signe, les parties imaginaires des zéros du 
polynôme 


inf (—ix) = an + jar ll — qoun A — jasen 8 + .,.. 


sont, elles aussi, de même signe et inversement. 

En vertu du résultat des problèmes n95 736, 737, pour cela il faut et il 
suffit que les zéros des polynômes 27 — apzn-? + a,zn-4 — ,,, et ax — 
— ae + A2 8 —,, , soient réels et séparables. 

744. 11 faut que a => 0 et que les zéros des polynômes x? — bz et ar? — c 


soient réels et séparables. Pour cela il faut et il suffit que 0 << b ou € =>0, 
ab—c>t0. 
Donc, pour que les parties réelles de toutes les racines de l'équation 
+ a +bx+ece—= 0 | 
snient négatives, il faut et il suffit que soient véritiées les inégalités « => 0, 


ce > 0, ab— ce > 0. 
745 a>0, c>0, d>0, abc — €? — ad > 0, 


746. Posons x — 7. I1 est facile de voir que si [x | 1, la partie 
réclile de y est négative et inversement. 
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Par conséquent, pour que toutes les racines 1, x2, x: de l'équation f (x) — 0 
soient en module inférieures à l'unité, il faut et il suffit que toutes les racines 


de l'équation f (Et ) = — 0 aient les. parties réelles négatives. Cette équation 
est de la forme 


pA—a+b—e) + (8 — a — b + 30) + y (8 + à — b — 3e) + : 
+ (1 +a+ b + c) =0. 


Il est facile de voir, en outre, que la condition suivante : 
L—a+b—c—= (+ zx) (+ 2x) (L+ 2x3) >:0, ; 


est nécessaire, En .se basant sur le résultat du problème-nù 744, nous obtenons 
les conditions nécessaires et 


A—at+b—c=>0; 4ALa+tb+ece>0; 
3—a—b+>01—-b+a—a>o0. 


747. f(2) A —z)= a, + (an — an) x + (an-o — ans) 22 +... 
. + (ao — &) an — agznti, 
Soit 1z | = p > 1. Alors 
FA) A — x) 12 a0pn#1 — La, + (ani — an) +... 
. + (ao — a) 2712 aopnti — pn(a, + ani — an + . 


. + 4 — &) = a (pt — pr) > .0, 
Par Si f(x) 0 DOS Izi> 1. 
748. —0,6618. 749. 2,094551, 
750. a) 3,3876, —0,5136, —2 8741; 
b) 2,8931 : 
c) à, ‘9489, ‘0, 2172, —1 1660; 
d) 3,1149, 0,7459, —0,8608. 
791. Le problème se ramène au calcul de la racine de l'équation xè — 
— 3x + 1 — 0, contenue dans l'intervalle (0 (0, 


4). 
Répon s. e: x — 0,347 (avec une précision de 0,001). 
752. 2,4908. 


753, a) 1,7320 ; b) —0,7321 ; c) 0,680; . 
d) 0,2679 : e) —3,1623 : 5) 1,2361; 
. g) —2,3028 ; h)  3,6457; i) 1,6180. 
254. a) 1 0953 : " —0,2624, —1,4713, —2,3556; 
b) 0, 8270, 0,3383, —1,2090,  —2,9563; 
c) 1 4689; 0,1168 ; 
4) 8,0060, 1,2855, 0,1960, —1,4875;: 
e) 1,5357, —0,1537 ; | 
f) 3,3322, 1,0947, —0,6002, —1,8268 ; 
g) 0,4910, —1,4910 ; 
h) 2,1462, —0, 6821, —1,3178, —4,1463. 
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Chapitre 6 
FONCTIONS SYMÉTRIQUES 


755. Nous donnons la résolution détaillée de l'exercice f): 

| | Fri, 22, Ts) = (ri + 7) (2? + 25) (r$ + ri). 
Le terme principal du polynôme F est égal à r£-.z3. 

Relevons les een dans les termes principaux des polynômes qui 
subsisteront après l’élimination successive des termes principaux par soustrac- 
tion des combinaisons appropriées de polynômes symétriques fondamentaux. 
Ces exposants sont : PA 

(4, 2, 0); (4, 1, 1); (3, 3, 0); (3, 2, 1) et (2, 2, 2). 
Par conséquent, F = fifi + Afifs + Bfè + Cfififs + Df8, où À, B, C, D sont- 
des coeîficients numériques. Nous les déterminons en donnant à z,, +, ze des 
valeurs particulières. 


1 (] 2 41 0 

—1 0[ —3|2 90 
—2| —2| —3 0 | 4 
—1| —11 —11 —111 


Pour déterminer 4, B, C, D nous obtenons le système d'équations suivant : 
2—4+B, 
50 = —27B + 4D, 
200 — —1084+ 16D, 
8—1-A4A—-B+C+D, 


æ HD F2 
bd 


d'où 
B= —2, D=— 14, A— —2, C— 24. 
Donc 
(x? + x) (ri+ 28) (28 +25) = fifà — 2ff3 — 2/5 + filets — 18. 
Nous donnons les réponses des autres exercices : 
a) fÈ— fifa D) fifa —3fss €) f$—4fif2+8fifs; 
d) f5fa — 2/53 — 37118 + 6fifata + 37813 — 1113 : 
e) f1fo— fa; &) 2/$—9fif2+ 27/3; 
h) ff/3—4fifs — 4f5 + 18fifafs —21f3. 
756. a) fifafs— fifa — 13; b) fifa f8 —4fefa; 
C) 1?—4fif2 + 8f3. 
757. a) f?—2f2; b) fi —3f1f2t- 3f3; 
C) f1f3—4fa; d) f2—2f1f3 tèfa; | 
€) fff2—f1f3—2f3 + 4fa; À) f— fifa + 2/8 + 4fifs — fa” 
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où 


760, 


761. 


762. 


763. a 


764. a 


765. 
768. 


B) faf3—3fifa+5fs; M) 1f3—2fifs— fifa +55; 
1) f1/8— 2/13 — Jofs-+9fifa —5f5; 
1) fifa — 31113 — fif31-5fofs + fifa —5f; ; 
k) fi—5fif2 + 5f1f3 + 5/4f3 —5f2fs—5fifa +5fs; 
1) fofa—4fifs+- 96; M) f$—2fofa L2f1f5 —2f6 ; 
D) fifa — 2f2fa — fafs +06 ; 
O) fafofs — 3f$fa — 318 +4 fofa + 7faf5 — 12f6 ; 
P) /2— 3/1fofs +-3f5fa3f8 — 3fofa —3fif5 +36 ; 
q) fifa — 3fifafs — fa +3f3 + 2fofa + fais — 6f6 ; 
T) f4/8— 2/3 — 23+-4fifofs +2 fa — 3/8 + 2fofa —6f1f5 + 6fe ; 
S) fff2 —AÏ$3 — 153283 + Tfifofs + fifa — 33 — Gfafa — fils + 6/6 ; : 
t) fi —6fif2 197773 +-Gfi/3 — 218 — 12f1fafa —6fffa + 373 + 
+ 6fofa + Sfifs — 66. 


. à) nff—8}2; 


D) — ff +4 fa — SI Sfat +(— 2) fn. 
a) (n—1)ff—2nf2; D) (n—1) f5—3(n—2) fifa +3 (n —4) fs; 
c) (n—1) fi —Anfifrt2(n+6) f5+4(n— 3) fifa — An; 


a) AIO D 39 (an — 1) (n—2) fa 
fr — LL + 2fn-ofnre —2fr-3fr+3+.. 


GE 2f?—2{(n—2)lf{n Sa_(San- 


1—= 1 


=(n—1)! Sata m2)! Fafs, 


LL 


Sa J'ai; s 2 14; Fi= Y aa, ; fe= d zisr. 
ii i=1 i<k i<R 
fifa —3fa |. 2 (fif2 — Sfifs —2f?) . 
g. fs 52) fifo— fs 
c) f3+ 1ifa — 6f1f2f3+9fà 
À . 
—2hfst2fe . jy HR fa 6fafafa--6f-2/E 
fa filofs — fifa — 13 
) ls ; b) Ps — 2}n-2ln : €) Fifa "in : 


} 
nr 


d) Fin — 2/21 — 2fn-2fn-#afn-efn — nf} ; 
fn 
fn fofn1— fifn . ) fafn-s (nr —1) fifa 
fn ! În 
—A4. 766 —35, 767. 16. 
a) —3; b) —2p8—39?; c) —pf(xf—zxoxs = —p); 
— 2p— 3q 2p?— 4p — 4pq+-3q?+6g 
4 : x ES hr 
DAS D TEp=gs 9 G+r- 


16* 
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769. Soit. zx? — x5 + r5. Alors 2x? — x? + 23 + 5 — a? — 2b. Par consé- 


2— 


la 2h V a2— 2b 
quent, }/ 5 ou — Q 


donnée. Pour cela il faut et il suffit que la condition suivante soit vérifiée : 
af (a? — 2b) — 2 (8 — 2ab + 2c)?, 


se trouve au nombre des racines ile l'équation 


770. d— —Tf — X2 — T3 
ab —c— — (x + 2e) (xs + 23) (x2 + 23), 
CC — —TLilToTa. 


Si toutes les racines sont réelles et négatives, on a 
a>0,b>0,c>0. 


Si l'une des racines z, est réelle, alors que x2 et x; sont complexes conjuguées avec 
une partie réelle négative, on à 2 + 23 << 0, zoxs >> O, (ar + 20) (ay + z3) > 0: 
et, par conséquent, aussi a => 0, b > O'et c => 0. La nécessité des conditions 
est démontrée. 

_ Supposons maintenant que a => 0, b > 0, c > 0. Si x, est réelle et x2 et za 
complexes conjuguées, on à ’z2xs >> O, (x + re) (xs + æ3) >> 0, et de c > 0, 
b => 0 il découle que 1 0, 2Re (22) = Zo + za << Ù, 

Si ti, zo, 2, sont réelles, il découle de c >> 0 que l’une des racines x, est néga- 
tive et que les deux autres sont de même signe. Si ze > 0, æ3 > 0, on a 
— D— mt >, — ri — 23 > 2 > 0 et alors — (x + x2) (x + xs) X 
X (xs + z3) << 0, ce qui contredit l'hypothèse. Par conséquent, ro << 0, z3 << 0. 
Une autre solution est donnée au problème n° 744. 

1 —— c 
771 s—— Va(4ab—as—bc), R= ,__ _———., 
4 Vel Va (4ab— a8 — bc) 
772. a (4ab — a3 — Bec) — 4c?. 
25 35 1679 
773. à) TT b) 57 ? c) 825 


774, a) afaÿ— 4aïÿaz— AaËag + Î8açaiasas — 2Taçai ; 


b) aÿaz3—añag; C) “102 —9; d}afai— aÿaz— aÿas. 
aoa3 
775. Il suffit de le démontrer pour les polynômes symétriques fondamen- 
taux. Soient œ, une fonction symétrique fondamentale en x2, z3, ...; z, de 


degré x et f, une fonction symétrique fondamentale en 21, z2, . .., z,. Il est 
évident que x = fx — z1Pa-1, d'où il découle que 


Pa = fn —Tifh-1-+ 2h 2 — ST (— z,)#-1 fit(— 1x8, 
(— 8 pa = ap + anti +. Hart 14h, 
7176. ZT 1 —%3; 


(fa — 21) (fa — 2e) (fa —23) = À —f$+ file —f3= life — fs; 
2T4—T2— T3 Ti —f1 ; 
(3x1 — 1) (3r2— fa) (3x3 — f1) = 27/3 — fifa 2 : 
Dit tite +2 fi — fa — fit ; 


LŸ— Loto = f174 — fo. 


777. ba _— —(n—k) fps. 


= 1 


778. Soit (rs L2s +...) En) = D (fs fa 0 fn). Alors 


dF D . 0 0D 
Dpt ht nn. 


i=1 


779, Soit q(a)=F(x;-la, 2,40, .:., zn+a). Alors 


ñn 
; of (z,-|a, Zo-|- 4, Te. Tn +0) 
ph D — 2 <<  — , 
P D Ôt; 
i—1 
Puisque q:(a) ne dépend pas de a, on a ç’ (a) — 0 identiquemeut, d'où il découle 


ñn 
7 à PF (Ty, Los 1 : : 
que > —:=0. Inversement, si cree #n) op identiquement, on a 


a OT; 0x; 
1= 1 îi— 
OF (x; +a, sr Tn ) 
t —— —..— RE RRRRE E PP RE ET — 
a} ôz: 
i=1 
d’où il découle que (a) ne dépend pas de a et œ(a)—p(0}, c’est-à-dire que 
F(x;-la, To a, ..., tn +a)=F (x, To, «1 En): 
ñ. 
. « # Fr : » , + oF lé La à 
En vertu du problème précédent, la condition > on est équivalente à 
t 
i1 


la condition 
0D | 80 00 
er D fi 7 +. oo 0 


780. Soit F {x1, Ze, . . ., 7h) un polynôme symétrique homogène du deu- 
xième degré. Il s'exprime par des polynômes symétriques fondamentaux sous. 
la forme D — Af? + Bf:. En vertu du résultat du problème n° 779, on doit 
avoir n°24, + (n — 1) Bf = 0, d'où A—=(n— 1}, B— —2na et 


Fri tn cs 2n)=af(r—1) ff—2nfj=a D (riz). 
< 


781. L'expression d’un polynôme pra homogène du troisième 
degré à l’aide des polynômes fondamentaux est de la forme Af?+ Bfifo+ Cfa. 
En vertu du résultat du problème n° 779 on doit avoir 34nf+nBfo+ 
+(n—1) Bfi+(n—2)Cf:=0, d'où 
Pris Zn ces 2n)= @U(n—1)(n—2) f8— 3n (n— 2) fifa 3n2fal. 

782. (n—2) 12f8— 2 (n—1) fÿfa— 4 (n—2) fà+ (10n— 12) fifofa— 4(n — 1) X 
X fifa—Inj$+ Bnfofa. | 

783. On'peut prendre 


…: fa fa fi 
Pa= fr (2 n°? É RES en). 
Chaque fonction x possède la propriété exigée. Ensuite, si F(x4,Xo, ..., Zn) = 
= F (ri +a, Ti+ a, Sas Tr ra) et F (x, Los ... Zn) = D (f4, Je, 9 fn), On 4 


F (x, T9 +.) Zn) = D (0, Pas Ps Pn}- 
784, a) —4p3—27p%; b) 1892. 
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785. a) 893; b) —4çips+ 16p2pa — 279$ | 144popipa — 128p2p2 + 2563. 
786, s9— f?—2f9; | 
S3— fi —3f1f2+ 333 
Sa = f#—4fifa + 2/3 +4fifs—4fa ; 
S5— fi — fifa 5f113 + 5f$f3 —Sfofa — fifa + Sf5; 
S6— 11 — 6712 + Vf113 + 611f3 — 278 — 12f1f2f3 — Gfifa + 3/84 6fafa + 
+ 6f1f5 — 6f6- 
787, 2f2— 55 —5; 
613 — 5 — 35152 + 253 ; 
2hfa = 54 — 65452 + 85153 + 82 — 654 ; 
120f5 — 5% — 105352 + 205753 + 155452 — 205253 — 30ss4 + 24s, : 
T20fe— 5 — 155152 + 4Os$s3 + 455ËsE — 12055263 — 1553 — 
— 90554 + 4052 -+ JOsosa + L44siss — 12056. 
788. S5 — 859. 789, Sg — 43. 790. $10 — 621. 
791. Si — — À, S2—= S3— ..,. = sh = 0 
792. Se démontre facilement par une méthode de récurrence à l’aide de 


la relation 


Sp + bSp-4 + cSh-2— 0, 


OÙ sg — À + À. 


793. 55 — 55 — 5 (fF— Jo) (fa — fife) ; 53 — 89 — 3 (fa — fifo). 
794. 35— —Df2fs; S3—3f3; S2— —2f2. 
795. S7 — — Tfofs ; S9 — — 2}2: S5— 9f5. 


796. zn— a—0,. 
a a2 an 
797. ADD E Épo sua D TT 
798. an Penn EE net PR @ 5, où, Ps, Pa es Pr 
. 
me die ? 
sont les polynômes d'Hermite : Py (x) —(—1}#e 2 ni æ est le zéro 
s ; 


du polynôme d’Hermite Ph,1 (x). . 


Solution. Supposons que l'équation recherchée est de la forme 
en Lasan lt ant it... +an—=0. 


En vertu des formules de Newton 
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a; —= ©, 
2a: — aa — À, 
343 — Ur — 41, 


ee 9 + + ee 


> + + + ee + + 


Pia et Pr—aPyit(k—1)Pr2=0; —axPn+nPn_1i—0. 


Les premières relations montrent que P; est un polynôme d’Hermite en « 
(cf. problème n° 707). La dernière relation donne Ph,1 (œ)—0. 


799. _ (SÈ — SoR). 


n R 
800. D (CRETE ÿ CRSR-mEt ; 


i=1 m=0 


k 
(Gjtait= D CPsn_mSm; 
| m=:0 


SE 
UE 


i=1 j—=1 
1 k 
i<j m=û 
; 2R 
801. D Gi—z jh = >, C7 (— 1 SmS2h-m. 
1< 3 m=0 


802. Multiplier la deuxième colonne par —s;, la troisième par 52, ..., 
zème 


la par (— 1-15, 1 et ajouter à la première. En vertu des formules de 
Newton nous obtenons : 


À 1 0... 01 | 0 1 O0 0 

2j fi 1... 0 0 fjÿ 4 0 
Rd à — AS un 5 nd 
(R— 1) fn free ... 1 0 fR-o fn-3 ... 1 


Uk fi fait 1(— sg fr1 fa-2 .. fi 
803. Muiltiplier la deuxième colonne par — 1, la troisième par j:, ..., 


la °C par (—1}k-1 /,_1 et ajouter les résultats à la première. En vertu des 
formules de Newton nous obtenons’le résultat demandé. 


804. nl (an— jian-lE fan +. + (—10yr fn). 


805. a, (=) , Où d'est le plus grand commun diviseur de m et n. 
9 (3) 


806. En vertu du résultat des problèmes n°5 117, 119, il suffit de considé- 
rer le Cas n — pie - . . Ps OÙ Pis Pas «+. PR Sont des nombres premiers 
impairs distincts. Dans ce cas, 5 — 52 — 5, — er el S3 = 2 C1 "si n 
est divisible par 3 et s3 — (—1}* si n n'est pas divisible par 3. Les calculs réa- 
lisés à l’aide des formules de Newton donnent : 


__1—(—1% 


fa — ; 
—4\R-1— 

fr NS : si r est divisible par 3; 
(—1}—1 . , —— 

{3 = er est pas divisible par 3; 
__4\k-1 | 

fa = u ad si nr est divisible par 3; 


le AP 
7, 2 


si r n’est pas divisible par 3. 


ES 
Es 
_.] 


2 


807. s42=55—53—...—5n—0a. Par conséquent, pour # <n on a 


d’où 


hf = afp —afn-2 +... 4+(— 18 jf, 
(Œ—1) fn-1 = Qfpna tr... +(— 1) 2 ji, 


—k +1 
Rif oh 41) fs fa ES fn 


Il est évident que f,—a; par conséquent, 


_ aæ(a—1) __a(a—1)...(a—k+1) 
Rp PO ee 


et c’est pourquoi 1, ze, ..., #n sont les racines de l'équation 


qu Lans OT) one d.: +(— 17 Er = 0; 
1—a)(2—a) ... (n—a). 
Sn+1 —= € — : 


808. (r—a)(x—b){zn+(atb)an-lt,,,L(an+tan-1b+,,, + bn)] = 


—(r—a)[zntltarn Lan 1h... Hanz—b(an+ar-lb +... + bn)] = 
anti (antlLanb+..,+bntl) x Lab(arLan-1ib+,,, Lbn), 


Les sommes des puissances 61, Os, ..., 6n du nouveau polynôme sont 
évidemment nulles. Mais Ok —sx+4a*t+b#. Par conséquent, sg — — (ak +b#) 
pour 1<4<n.. 
809. 54 — —ah—0Dkh pour un # impair, 
LR 
Sp — — (a 2 __b2)2 pour un # pair. 
810. a) (x+a)(x?Laz+b) —c—0; 
b) z(r—a2+3b)2— (a2b?— 4aëc — 48 L A8abc — 27c?) — 0 ; 
c) 23 (3b —a7) x? + b (3b — a?) x + D8 — a8c —0 ; 
d) 22(x—a2+-3b)+ (a2b? — 4aSc — 4b3 + 18abc — 270?) —0 ; 
e) 23—(a2 — 2h) x2+ (b2—2ac)x—c?—0 ; 
Ê) z3 + (a3 — Sab + 3c) z2-4 (05 — abc + 3e?) x Les —0. 
811. y2+- {205 — Oab+ 27e) y + (a2—3b3) — 0. 
812. y LT Re NE ue 20 
813. y6 — ab = 3c re Re ie ab? — 253 — 2 + Gabc — 7c? + 
si 2 — 
b SRE ya — ab _ 3C 40 
814. a) y3— by? (ac— 4d) y — (ad + c2— 4bd) = 0 
(résolvante de Ferrari) ; 
b) y3—(3a2—8b) y? + (3a4 — 16a2b + 162 -+ 16ac — 
— 64d) y—(a3—4ab+8c)}2=0 
(résolvante d'Euler) ; 
C) y$— by5 + (ac — d) y4— (ad + c?2— 2bd) y5 +- 
+ d'(ac—d) y2—bd?2y + d3—0; 
d) y6+- 3ay5 + (3a2+ 2h) y4+- (a3- ab) y8+ 
— (2a2b + b2-L ac —4d) y? + (ab? + a2c — 4ad) y + 
(abc — ad — c2)—0, 
48 


VE 5 — a+ Va Ty à VF y Ayo + Va 4b+ ay 
NÉ a RS" en 


On choisit les signes des racines carrées de sorte que leur produit soit égal 
à — a+ 4ab —&c. 


816. 


_+Vé4tÿ De — 6400 + V' 40e) 0764 + V4a e2ÿ/ bi Gta 
a to ES En. 


on que 


E= —7 . On choisit les signes aës racines carrées de sorte que leur 


ee soit a à —b. 
817. (y + ah (y? + Gay + 25a?) + 3125b4y = 0. 
Solution. Les racines de l'équation recherchée sont: 
yr = (tite + Lots À Tatx + tits À Zona) (mits + dats + Z5t2 + Tor + 
Tati), 
Ya = (tata À Lao FT Lots + Loty + tax) (aie + Zoxs ci L,Ts + 
+ Zsts + 2521); 
Ya (tste À Loty À Lits + Tata À uts) (taste + Zita + rire + 
+ Z2ts + rats); 
Ya = (toi À dits + Tats + Tite + 2uto) (mots + rats + tits + 
+ tits + xst2); 
Ys — (tits + Late + rots + tata + aux) (toto + zoxi + mixs + 
+ Lara + tits); 
Ye = (totat dite  Zats À Zats + Tito) (rons + das + sn + tits + za). 
Il est évident que l'équation recherchée est de la forme 


y9 + cay$ + cootyt + cas + cat? + (css + cod) y + (cra$ + ceabt) = 0, 


où A er: ..., cs sont des constantes absolues. Pour les déterminer, nous posons 
= 0 et a — 0, b— —1, Nous obtenons 
b ÉRRREL %3 | Zi | 5 | Y1 | Ya y3 ÿ4 y5 y6 | 
 _ En 
—1| 0 | 1 i ne 0 1 {3—4il 1 1844 1 
EE EE PE ne RE ES 
O | —1}] 1 £ e2 | €8 | e4 | © | — D | 5 se | 5e — DE 


Dans le premier cas, l'équation recherchée est de forme: 
@ — 1} Qf — 67 + 25) = 0, 


et dans le second y$ + 3125y — 0. D'où nous déterminons trus les coefficients, 
excepté cg. Il est facile de vérifier que cg —= 0. Pour cela, on peut prendre, par 
exemple, a —=-—5, PE = 4. Dans ce cas x, — ze = Î, et les autres racines satis- 
font à l'équation 2 + 2x2 + 3x + 4 — 0, et tous. les calculs s'effectuent sans 
difficulté. | 

818. Soit f (x) — (x — x} (x — ze) . . . (x — æn), OÙ æ4, To, + es Tn Sont 
des variables indépendantes. Soit ensuite 


2h (x) = f (z)qn (x) + ra (x) et re (x) = Cha + per + 0. + cn. 
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Il est évident que les coefficients c,,, représentent certains polynômes en 


T1; T2; . + +3 Th: On. d ensuite 
C11 C12 CR Cin 4 1 .. 4 | 


. + 2 ss + nn » » RE 


n-1 2n-1 n- 
Ci Cn2 --. Enn| 121 25 +... nt 


ri(t) r1(&) ... 1 (En) 
re (2) Ta (Go) ... To(Zn) 


Tn (#41) rn (te) ... Tn(2n) 


p (x) Pr) ... Pr) 
z1P(z1) 29 () EE TnQ (Zn) 


afp (21) 2571p (22) ... 29779 (En) 


4 

x 

= px) Ge)... pG@n)| 

TT 

d’où il découle que 
Ci1 C12 Cin 
Cap Cao Con | _ = À 
= @ (z1) P (x2) si P (Zn) = (?, P). 

Cn1 Cn2 Enn 


La dernière équation est une identité entre les pyone des variables indé- 


pendantes 21, Ze, . . -, Zn, et c'est pourquoi el 
valeurs particulières de ces variables. 


e reste vraie pour toutes les 


819. Assurons-nous tout d’abord que tous les polynômes 1; (x) sont de 


degré n — 1. Introduisons les notations suivantes: 


fn (&)= 078 14... ap; 
fr (z)=agan RE. Las; 
Pa (z)= dort... bp; 
PR (a) = bar RE... bn 


f{x)=an-htif, (x) + fa (x) : 
pz)=2n-ktlpz (x) EL D (x) : 
Va Cr) = fr (e) Len-Rtiop (2) + pa (2)] — 
— par) fon hf (2) + fa (a)]= fn () Pr — 
— Pan (x) = (aobz — bon) 214... 


Soit dr (2) = Ch + chat +... Hecpn2 letsoient z1, 72, 
polynôme f(x). Alors 


On a alors 


Cat C12 ... Cin | 4° 1 CRE 1 
| Cn1 €n2 ++. Cnn | zr-1 “le znr1, 


250 


+ Zn les Zéros du 


Wir (1) V1 (ze) ... Vu (Zn) 
__| Vers) Yelts) ... Ve (en) | 


6 2 0 + + + ne 


ÿn (21) Yn (22) ..… Yn (En) 
f1 (rs) Par) 1 (er) pe)... fi (&n) P (&n) 
_|f2(m)p(x) face) (ar) ... fa (tn) ® (@n) _ 


9% 9 9% 9% + 9 = + +» = 


fn (1) P(zi) fn(r2)P(r2) ... fn (Zn)? (an) 
fi (xs) fa (te) :.. fi (an) 


=®p{r1)p (te) ... D(zn): 


Gp 0: :40 1 { RCE | 


— p{zs)p(x2) .… pr): &  dp ... O0 || 2 22 ... Zn | 
an An eee apl lat ag. ai 
Â 1 1 
= pl) pl). ponan] À TR 
zn-1 gr + æ-i 


D'où il découle que 


C41 C2 .., Cin 
Cat Co2 ... Con 


[= e8p (1) (2)... pen) = R(, 9). 


Cn1 Cn2 .-. Cnn 


820. Le degré des polynômes 4 n'est pas supérieur à nr —1. C'est évident 
pour 1<k<n—m, et pour k>œ n—m cela découle de ce que yx; sont des 
polynômes de Bézout Yz-n+m pour f (x) et x-mo (x). Soit Xx (x) = ch +cnoT +... 
.. "FCRnENTT et 


Î (| 1 
A=| %1 Te Tn 
a 21, ml 
Alors 
Ci1 Ci2 -.. Cin X1 (z1)_ a (2) +. %1 (&n) 


Cat Cao ... Con eu X2(21) YX2(xe) ... Y2(Xn) 


Cn1Cnz...Cnn An 1) XL (2) Un (Zn) 
4 À ANT 4 
T', Lo bte Tn 
2Y fo (z1) 2 Mfo(ze) ... 212 fo(rh) 


2 2% 9 2% 9 


ET fm (rs) 28 fm (2). Zn fmes En) 


= pr) p (x)... p(rn) À: v. == aÿ4p (xs)... (tn) 4, 


Œrn--1 Em-2 40 
d'où il découle SR REV DEEE le résultat exigé. 
821. a) —7; b) 243: c) O0: d) —59; 

— (bot — bia) (byno — bou). | 
822. a) Pour À =3 et À = —1; 


2_V/5+iVa Ver 
b)A—1, = ns ÉVITE et Ne 


e) 4854; f) (bot2 —b2t0)? — 


c)h=+ V2, 1=+ V6 
823. à) y$—4yt+ 3y2—12yL12—0; 

D) 5y5— 7y4 + 6y5—2y2—y—1—0 ; 

C) y$ + 4y2 — y —4 = 0. 


824. a} ri —1, To — À, x3=0, Lg = 2, 

ÿi=2; Y2=85 Y3— —1; yat. 

b) x = 0, To = 3, X3— À, id; 
Yi = ÿya—0;  y3==2; Ya — 1. 

C) Li = Lo =, Z3— — (À, La —=2, 
yi=yo— —1;  y3—1; Ya 2; 

d) z = 0, Es 0; Es], La = 1, L5,6— À, 
y =1; Yom; ys—2:  ya=3;  Vie—=i+i V2. 

Ce) y =0, Zo — 0, T3— 2, La =T5—2, Lg = —4, 
yi=2; Ya —2; Ya =0; Yya-=y5=2; Ye—2; 
z3 — À, Tg— —6, Lg —= — Î3 
y7 = 6 ; Ye 4; Ya = 4/3. 


825. afari. 
826. Soit f(x) — ap(z—x;) (x —xo) ... (x —7h); 
Pa Ce) = borh +... Hg; par) = co +... cm. 
Alors 


R (f, Pire) = art * I P1 (Zi) P2 (ri) = 


i=1 


n n 
— {at Il p1 (&i)] [ai [] pz(ai)]=R(f, q1)-R(f, a). 
= { î 
827. Suul le cas n > 2 est intéressant à considérer. Désignons par à le 
plus grand commun diviseur de m et n; E£,, €», ... sont les racines primi- 
tives n°"°$ de l'unité ; M1, M, ... sont les racines primitives d’ordre += 


de l'unité. Alors 


p(n) PR) 
R(Xnam—1)=[[@r— 12 [148 = An Ex, (1190, 
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Si m est divisible par n, on a R(X,,z"—1)—0, Si au contraire m n’est 
pas divisible par »#, n,-# 1 et en vertu du problème n° 123 X,, (1}—1 pour 


ns Æ p”, Xn ()=P pour ny=p\ (p est un nombre premier). Ainsi, 


R(Xn, x®—1)=0 pour ru= =; 

p{n) à 
R(Xn: 2%—1)= p 9041) pour m==p; 
R(Xn, 2%—1)=—1 dans tous les autres cas. 


828. Il est evident que À (X,, Xh») est un nombre entier positif, qui est 
un diviseur de R (X,, zM — 1} et de R'(X,,, zn — 1). Désignons par d le plus 
grand commun diviseur de m et de n. Si m n’est pas divisible par n et n n’est 


— et _ sont différents de { et premiers entre eux, En 
vertu du résultat du problème précédent, À (X,, rm — 1) et R (X,,, zn — 1) 
sont dans ce cas premiers entre eux, et c'est pourquoi À (X,, X»,) = 1. . 

Il reste à considérer le cas où l’un des nombres m, n est divisible par l’autre. 
Admettons, pour fixer les idées, que m est divisible par x. 


pas divisible par m», alors 


.m : 
Sim— n,alors R(X,,, Xn) = 0. Si n'est pas la puissance d’un nombre 


premier, alors À (X,,, x — 1) = 1 et, par conséquent, R (X,,, X,) = 1. 
Admettons, enfin, que m == np*. On a alors 
ñ 
u (à) 


R (Xm, Xn)= [[ R Gr 2° —1) 
ôin 


Tous les facteurs du second membre sont égaux à l'unité, excepté ceux pour 


| nr ° 
lesquels ns est une puissance du nombre p. 


Si r n’est pas divisible par p, il ne reste qu'un facteur différent de l'unité 
pour Ô — 7x et 
pr) 
À (mr Xn) = R (6, ER an—1}= p9 (m/n) = pp), 


Si n est divisible par p, il reste deux facteurs différents de l'unité: pour 


Ô=n et b——. Alors 


œ(m) (rm) 
R (Xms Xn)=— me 271) oGmm) pump © 
R (Xm: 2? 1) 
1 1 p{in) 
100] Bnt-mmr ES: ] À 
=p p"—(p—1) p“(p-1) —p ?P — pp), 
Donc 
R(Xm, Xn)=<0 pour m==h ; 


R(Xm, Xn)=p%09 pour m=np"; 
R(Xm; Xn)=1 dans les autres cas. 
829, a) 49; b) — 107; c) — 843; d) 725 ; e) 2771. 


830. a) 3125 (b2—4a5)2 ; b) A4 (4À — 27 ; 
c) (b2— 3ab + 9a2ÿ? ; d) 4 (N2—8À +- 329. 


831. a) À — +2;hb) À1 = 3, l,1=3 (—1+1V3) ; 
C) A4 = 0, Âo= —3, Â3= 125 ; 
3 7 ds 
d) M——1, h2— 3: ,4=5 +5 i Vs 


832. En général, si le discriminant est positif, le nombre de couples de 
zéros complexes conjugués est pair, si le discriminant est négatif. il est impair. 

En particulier pour un polynôme du troisième degré, s1 D >> 0, tous les 
zéros sont réels, si D << 0, deux zéros sont complexes conjugués. 

Pour un polynôme du quatrième degré pour D => 0 on bien tous les zéros 
sont réels ou bien tous les zéros sont complexes. Pour D << 0 on a deux zéros 
réels et un couple de zéros complexes conjugués. 


833. f—2xn<La; ff —nxn-l; 
n(n—1) 


R(f, P=ntant; D(fj=(—1) ? nran-1, 
834. f—rn+prtg; ff=nemrl+p; 


n—2 


, n—1Â n— 1 P 5 
RE, hnn IT (a+ V Le) 
R=0 
s 2T Si 27 
OÙ ECS +; sin ET ni 
: s (n — 1yn-1 pri P L _ 
RG, p=nn| qua EE. (E) (one |= 


= nnqn-i + (— 1yn-1 (n —4{)r-1pn; 
n(n—1) (n—1)(n—2) 
D(=(—1) ? onmgmit(—1) À (n—1{yripn, 


835. Soit d le plus grand commun diviseur de met nr. Introduisons les 


. m nm . û += ème + PA 
notations : M =-7, MZ ):E est une racine primitiven de l'unité, n 


est une racine primitive nfme de l'unité, apr mtr EL grm + 
+a>=f(z). Alors f'(z)={(m+n)agmtnm-lEmaiam il, Les racines de 
la dérivée sont : E1—Ë>—...—=&Ëm 10, 
ma 
DT ACTE eR— EE, k —=0, 1: 3 n — 1. 


Ensuite 


n—1 
na : 
R(F', = {m+npminag nant Il [ ga nn met | om 
kA=0 | 


n1— 1 


= (+ rmnagetnaget [ Il (a+) Ent | = 
k—0 
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mn m1 ne — 
= (manager | 27 gp (— {prit CRC 


aan" {| (m + ny nm LE (pri tarte & mit+rnild 
et, par conséquent, 
| (m+n)(min—1) 
D(f=(—1) 2 an tam 1 [(m La) amont 
Lara] d, 


nm tnt É 


836. Les discriminants sont égaux. 

837. Titi tata — Tir — Tata = (ti — 24) (x2— 28); 
TiTg + Tata — Zita —Zota = (Ti — 22) (T3 — 24); 
TiTa + Lol3 — Tito — Tata = (71 — T3) (Ta — 22). 


En élevant ces égalités au carré et en les multipliant nous obtenons le 
résultat demandé. 


838. Soit f(x) —ap(z—zi)(r — 22) . (Z— 2). Alors 
D(f(x}(x—a))=a$" (a— 2)? (a— 22)? 


(aan) [] (i—2)=D (Ge) or. 
LR 


839. Désignons @r)=zn-l+zn-2+t,,,+414. Alors (z2—1)p(r)=2r—1, 
d'où il découle | 
(n=1)(n—2) 
D(p)lp{)P=D(em—t)=(—1) 2 nn. 
Par conséquent, 
(n—1)(n—2) 
D(p=(—1)  ?  nr2, 
840. Soit p(z)—zitazn-lhagzn-2Lt,,, La. Alors (z)(r—1)=gnti+ 
L(a—1)zn— a. Par conséquent, 
n(n—1) 
(na+1PD(p=(—1) À an{(n+iitlatnn(f—ajr#i]. 
Donc 
n(n—1) 


. DE MS tyn+t na ({— anti 
Det 7 ent MÉOAEME O.. 


841. Soit f(z)=ap(z—x;)(x— 72) ... (x —2n), 


p(z)— bo (x — y) (x — yo) ... (T—Yym). 
Alors 


D(fp}=(abomtn-2 [T (23) [] (wi—vxx 
Ch ich 
n mm 
[T IT Gin = ait? [Gi 0 2x 
1=1 k=1 i<R 


X [[ @i-uarfaes [] [[ &:r—-v2)1°=2D (D) RG, eo. 
i<CR i=1 k—1 
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842. X Dm de sai 1. Par conséquent, 


D(X, DDUETT. A) RG 1, X = D — 1). 


Substituant : abus des quatités connues, nous obtenons 
Lui, 


ñ 
843, Xn [[ (2° —1) ME EE. Il Go 4" CG Te zéro de Xp 
de Y | 


Alors | 
Te") 
X!, (e)=nen1.[] (e°—1) 97 


ô/n 
den 


Pour. simplifier les calculs nous trouvons d’abord la valeur absolue du 
discriminant Xh 


LG) l= [LES (e)1 2 n909 HI [LU 85) 


_œin)_ mes ) 
— n9(n) (5 ) 
n Xn ie 


A 


Ensuite, X,, (1) est différent de 1 seulement si . est une puissance d'un 


nombre premier. D'autre part, b (5) est non nul seulement si . n'est pas divi- 


sible par le carré d’un nombre premier. Aussi dans le dernier produit nous ne 


; | ,n 
devons conserver que les facteurs qui correspondent à = — p;, pa, + » +5 Ph) 


Ô 
OÙ P4, P2s + - +, PA S0nt différents diviseurs simples du nombre à. 
Donc 
. 9 (7) 
Da) = EE 
p/n 
Tous les zéros de X, étant complexes, le signe du discriminant est égal à 
p(n) 
(—1) ? . En définitive 
| p(n) 
ne p(n) 
DR A >, 
[| pv)/p-1 
pin 
844. En=nl (1+$+ . +), 


ani 


En (SE Er): 
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Par conséquent, 


E,=En—z2; 
R(En En)= [] (—a=(— 07 en = (nr; 
i=1 
n(n— 1) 


D(En)=(—1) ©?  (nlyr. 
845, I] n’est pas difficile d'établir, que 


(nrtn—a) F—zx(x+1) P, 4 60 m0, 


Soient x4, za, ..., #n les z6ros de Fn. Alors 


(x) = t(a—1)...(a—n) 
DEA enter et où c— ri ; 
Par conséquent, 
RPar F1) = — = 
ns F,) = [= [] (z5+1) _ ala—1)... (a—n+1) (a— 1)... (an) 
n | n | 
___ an-l(a—{yr2(a—2}n-2,.,.(a—n—+A{)r2(a—njnl | 
ARE 
LE à n-l(a—1\r-2(a—2n-2,,., (a — A\n—2 (a — —1 
D(Fn)=(—1) ? _an"t (a—1)n"2 (a ee n+1)n-2 (a— n)n 


846. P/=nPn1. Par conséquent, 
R (Pns Pn)=rnR (Pr, Pn-1)- 


Ensuite 
Pn—%Pn +(n—1) Ph.2= ( 
Par conséquent, Pn (E)= —(n—1) Ph.2(E) si E est un zéro de Ph_4, et c'est 
pourquoi 


A (Pan; Pn-1)= (—1}9-1 (a — 1jn-1 R (Pn-2 Pn-1)= 
=œ(—{)n-l(n—1)n1R(Pr 4, Pro). 
Maintenant il est facile d'établir que 
nn 1) 
R(Pns Pn)=(—1) Ÿ (n—1}r-1(n—2jns.,, 22.1, 
En définitive 
D(Ph)—=1:22.33,,. (n—1)n"inn, 

847. D(Pn)+1-23.36 ... n2n-1. 

848. D(Pr)— 2" Inn, 

849, D(Ph)={(n+1jn-l.2n (m1, 

850. D (Pr)= 1-28.36 ,,,n?a-1.{12tn-b.82(n-2 ,,, (2n — 3)2, 

851. D(P,)—22.34... n2n-2.(n+1jn-1. 

852, Soit f(x)}—2n+aan-l+t... Lan —=(xz—t)(r—20) ... (z— 2). 
D (})= [ (xzi—zx)2. Nous recherchons le maximun de D({f) d'après la règle 
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permettant de trouver le maximum relatif en résolvant le système d'équations 
ai+rit...+ai=n(n—1) R?, 
ge Dh (++. +8) 0 
Il est facile de voir que 
| 0D _ Df() 
ôn Fr) 
Ainsi, nous avons 
f" (2) D — 2Aaif' (= 0 pouri= 1,2, .,..,n. 


Par“conséquent, le polynôme f (x) or lequel le discriminant admet un 
maximum doit satisfaire à l'équation différentielle 


cf (x) — 2hzf" (2) + Df" (x) = 0, 
où c est une constante, Divisant par = et comparant les coefficients de z7, nous 


obtenons que l'équation différentielle doit être de la forme 
nf (2) — sf" (z) + cf" (e) = 0, 


où c’ est une nouvelle constante. 
Comparant les coefficients de zn-l et zr-2, nous trouvons & — 0, a — 


= AL ’, Maintenant nous pouvons déterminer c’. En effet, n (n — 1) X 


2 
X R=ai+ai+... Han = a — 2a = n(n—fÂ)c, d'où c’ — R1, 
Poursuivant la comparaison des coefficients, nous trouvons que f (x) est de 
la forme suivante : 


Î (x) _ qu 100 R?rn-2 + EE LE, Räzn-4 


Il est facile de voir que 
T 
f(x) = RnP;, (5) ; 


où P, est un polynôme d'Hermite. 
D(f)=Rrin-b.1.27.33 ..nn. 
C'est précisément le maximum recherché du discriminant. 
853. 22n (— {)aon [D (P)I2. 


mim—-1i)n 
854. mm (— 1) 2 amant 1 [D (fr. 
n 
855. F(z)= [I (y (z)— 3). 
i=1 
Par conséquent, 


ñ 
D(F)= [] D(p()—-2) LE (z)— 21, p(x)—#2)7. 
4e 1 i< 


Il est ensuite évident que 
R(p(z)—2i, Q(r)—2n) = (ei 2). 
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Voilà pourquoi 
D(F}= [] DG)—2) [] Gr zae=(D (he [T D (@()— 21), 
i=1 4<R {= 1 


ce qu'il fallait démontrer. 
856. (y+1) (y —5) (y — 19) —0. 


857. a) Solution. 2—3r+4. Soit y—1+}r4+2?, où z est la racine 
de l'équation donnée. Alors 


yrz=sztetaizz tait irt4—4t4artzrt; 
yat — 4r+ 4124 28 — 47 A4r2 + rt 4-4 + 7x + Ar. 
Eliminant x, nous obtenons 
1—y 4 1 
4  4—y 
4 7 4— y 
y8—9yè + 9y—9—0; 
b) y3—7y2+ 3y—1=0 ; 
C) y4+5y8+9y2+7y—6=0; 
d) y1—12y3 + 43y2 — 49y + 20 = 0, 


y#— y +4, 
2 L] 


2 = 
b) y4—9y3-+ 34y?— 45y + 13—0, ral YTs, 


C) y4+2y8—y2—2y+1—0, la transformation inverse n'existe pas. 


859, y5 — y? — 2y +1— 0. 

L'équation transformée coïncide avec l'équation initiale. Cela signifie que 
parmi les racines de l’équation initiale il existe des racines z, et r2 liées par la 
relation xs — 2 — x. 

860. Soit ze == p (x1), où op (x) est une fonction rationnelle à coefficients 
rationnels. Sans restreindre la généralité on peut admettre que x: = ar? + bzi + 
+ c. Les nombres ax? + bz: + c, axè + bre + c, axè + bxs + c sont les raci- 
nes d'une équation du troisième degré à coefficients rationnels, dont l’une 
coïncide avec la racine x2 — ax? bx, + c de l'équation donnée. L'équation 
donnée étant irréductible, les autres racines doivent aussi coïncider. Par con- 
séquent, où bien azxê + bre + c—= ze, a7$ + bzs + c — x,, ou bien azxi + 
+ br + ce x, ar + bzs + c = x3. La dernière équation n’est pas possible, 
car x: ne peut pas être racine d’une équation du deuxième degré à coefficients 
rationnels. Donc, sous notre hypothèse, les racines de l'équation donnée sont 
liées par les relations: 


= (, 


858. a) y—2y2+ 6y—4—0, = — 


t2= a + bu ke; 
Za — ax$ + bre + c; 
Li — az® + bts + Ce 
Par conséquent, 
VD = (za — 24) (rs — 22) (mr — 73) — 
= [art + (b — 1x, + c] Lar8 + (b — 1) ze + €) X 
XLazë + (b—1)zs+ cl 


comme fonction symétrique à coefficients rationnels de x4, x, 4 est un nombre 
rationnel. La nécessité de la condition est démontrée. 
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Admettons maintenant que le discriminant D est le carré du nombre ration- 
nel d. Alors 


d d 
Tu) (ti — xs) 329 2er, +b° 


T2 — 
D'autre part, 
Lo + La — 0 — Lie 


li en découle que x2 et xs sont des fonctions rationnelles de x. La condition 
est donc suffisante. 


861 a) 2+V2+ V8 . 
? 4 LE 


b) —34+7Y2—V4, 
- 23 ? 
c) 1+3ÿ2+2V2—Y8. 
— | 
862. a) a+, b) 17a2— 3a +55 ; c) 3— 104 + 8a2— 38 ; 
d) le dénominateur s’annule pour l'une des racines de l'équation, 


PS D a ne 2 PL mn 


Mi} Mma—n 


864. Si 
A Mr 
| vzs + Ô : 
on a 
__r2t 
F8 79 + Ô 0 


2, 288 _(@?+ By)zat (a+ 0) $ 

17 pzs+0 (a+ 6) yra+ (By L 02 

Hat za P d’ 
2—@ ” 


YZ 


D'autre part, x; — où découle la nécessité de la condition 


aô—By—(x +86). 
865. Soit 
ape + alt. , an —0o(rz—2)(z-— 20)... (x — 2h). 
Alors 
ape — aa lt, + (— an = a (z +2) (+22) ... (z+ an). 
Multipliant ces égalités l’une par l’autre, nous obtenons: 
aù(z2— 29) (a2— 25) .. (22 — 27) = (age +apn2 te...) — (aan agxn-3 + ..,)2, 


D'où nous concluons que pour effectuer la transformation y—7z? il faut rem- 
placer x? par y dans l'équation 


(ag +agrn-2t ,,,)2— (aan Lagan-s EL .,.)2= 0. 
866. L'équation recherchée s'obtient en remplaçant z3 par y dans l'équation 
(aozn+agenst .,) (ani au...) 
Han agen6t 8 —3 (apr +320...) x 
X (aan-1l + aqan4 th...) (astn-2 + agrn 5 +...) = 0. 
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867. 11 n’existe qu'un nombre fini de polynômes 27 + œæn-1 + ,.. à 
coefficients entiers, dont les modules des zéros ne sont pas supérieurs à l’unité, 
car les coefficients de tels polynômes sont évidemment bornés : 


—1)...(n—k+1 
fon 1 MI ED 


Soit f— 22 + aol, ,,. + a,, a, 0, l’un de ces polynômes et soit 

Lis Tor + + Tn Se8 Zéros, Notons fn, — (x — 27) (x — at)... (zx — x). 

Tous les polynômes f,, ont des coefficients -entiers et tous leurs zéros ne sont 

as supérieurs en module à l'unité. Au.si il n'y a parmi eux qu’un nombre 

Éni de zéros distincts. Choisissons une suite infinie de nombres entiers mo << 
< M << M2 <<... telle que fm, = fins = Îme = +. Cela signifie que 


ma 
mn 
mn 
Ta tre, 
nt _ m0 
Ta Loan? 


OÙ (1, Ge, - . +» On) est une certaine permutation des indices 1, 2, ..., n. 
Comme il y a une infinité d’exposants m; et seulement un nombre fini de permu- 
tations, on peut trouver deux (et une infinité) exposants m,, et m,, auxquels 


correspond une même permutation (&, &, . .., &,). Pour de tels exposants on 
a les égalités : 


montrant que æ4, Z2s. « +» %" SOnt les racines d’ordre M, — Mi, de l'unité, étant 


donné que æ1, Z2, +. ., &n S0nt non nuls en vertu de la condition «, 0. 

868. Soit F (x, ze, . . ., æh) un polynôme changeant de signe lors des 
permutations impaires des variables. Comme F (2, 22, Te, . +, Æn) = 
= —F (re, ze, ..., tn) = 0, Fa, 2, . . ., æn) est divisible par zx; — 2x2. 
De façon analogue, on démontre que F (21, x, . . ., æ,) est divisible par toutes 
les différences x; — z,. Par conséquent, F (x, x2, . . ., x,) est divisible par 
À = [I (z; — zx), égal au déterminant de Vandermonde. Comme le determi- 

SR 
nant À change de signe lors de permutations impaires de variables, 7 st un 
polynôme symétrique. : 

869. Soit @ (ty, Z2s « « + En) UN polynôme invariant par rapport aux 
permutations paires de variables. Désignons par @ (z1, z2, . .., æ,) le poly- 
nôme qui s'obtient de @ (x4, z2, . . ., x) par une certaine permutation impaire. 

Il est facile de vérifier que pour chaque permutation impaire œ se trans- 
forme en œ, en p. Par conséquent, @ + reste invariant par rapport à toutes 
les permutations, ® — w change de signe lors des permutations impaires. Ensuite 


p=TP+ PT, + F4, 
où À est le déterminant de Vandermonde. En vertu du résultat du problème 
n° 868 F, est un polynôme symétrique; F, est aussi un polynôme symétrique, 
puisqu'il est invafiant par rapport à toutes les permutations des variables. 
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870. (f? — f2) À, où f1, f2 sont les polynômes symétriques fondamentaux 
ON Lis Le 7 Enr 
871. u3+a(a+B+y)u2+[(a2+ 2492) db + (aff + œy + Pr) (a2—b)] u + 


+ c (as + 68 + y$) FRE (026 + af? + ay + av? + fPy + y?) + 


+ afiy (a3— 3ab + 6c) + a DE NY 0) VA=0, 


où À est le discriminant de l'équation donnée. 


872. ss appu  V AS où À et A’ sont les discriminants des 


équations données. | | 
873. Soit y — ar? + br + c la transformation de Tschirnhausen qui relie 
les équations données. Alors, pour un choix approprié de la numérotation, 


dy + Zope + toys = à (ab + 2 + a$) + D (at + 28 + ad) + 
+ 6 (ei + 22 + 23) 
est un nombre rationnel. Par conséquent, l’une des équations 


5 Bppu— TT + VE 


(problème n° 872) admet une racine rationnelle. Il en découle que V/AA' est 
un nombre rationnel. La nécessité de la condition est démontrée. 
Inversement, supposons que l'équation 


u3—3pp'u— TE VA y A4" (*) 


a une racine rationnelle w. 
Il est facile de s'assurer que le discriminant de l'équation (*) est égal à 


2 — Et a 
7 (g VA’ — V/Ag'}? et, par conséquent, diffère de V/A par un facteur égal 


au carré d’un nombre rationnel. Par conséquent, la différence w’ — u° des secon- 
de et troisième . racines de l'équation diffère de V/A par un facteur rationnel. 
Pour y1, y2, ya nous avons le système d'équations: 
ya + y2 + ya = 0, 
Tiÿ1 Tr ToYe À TsUs = U, 
(ta — 22) y + (ts — mi) ya + (mu — m)ys= u —w = r YA. 
A l’aide de ce système, nous trouvons: 
= — Suzy (22 —ts)r VA 
1 6p ° 
Or (z> — x3) VA stexprime rationnellement en fonction de r,. La suffisance 
des conditions est démontrée. | 


874. Les variables 21, x2, . . ., t, s'expriment linéairement en fonction 
de fi, Mir M2 + + +» Nn-1. Par conséquent, on peut représenter chaque polynôme 
EN Zi, Z2s » « + Th SOUS Îorme de polynôme en f1, Mi, M2, + -, Mn1! 

X1..X an-1. 

F(z1, Los 9 Tn) = > Afi0ni ins? *… Mar 
Lors de la permutation circulaire des variables zx, ze, ..., &h, le. monôme 
Afn%n82 ... nl acquiert le facteur 8e (at F2a2F... FR 1) an-1), Donc, pour 
que F(24, Ze, ..., Zn) reste invariant lors des permutations circulaires des 


variables il faut et il suffit que &3 + 2%+ ...—(n—1) an, soit divisible par n. 
875. On peut prendre jf, n?, Menr?, ..., Mn-in1 7, 
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876. Soit Maxi tre trs; Mo—21 + rer, où 40% 


2 _ 
Alors mi V/3p», où p; et 2 sont certaines fonctions rationnelles 


de 21, %2, za à coefficients rationnels restant invariantes par rapport à une 
permutation circulaire de x, x2, xs. Il est facile de voir que chaque fonction 
rationnelle de 21, x, z2 invariante lors d’une permutation circulaire des varia- 
bles s'exprime rationnellement à l’aide de fi = x + 22 + za, Pis P2: 

Il suffit de le démontrer pour ni? et n?. Or, 


{ 
NT? — Frs 7e. 
a p+ipr V3 
212 2 a: 
ni — (À) . = (oi tie VE} (pi — ip: 1/3). 

877. Pour rn—=4 

Mi Zi + ite--23 —it,, 

M2 = Li — Lo T3 Zu 

N3 = 24 — T2 — Lg Hits. 
ne. Go 105— "TE. 641, 0, 62 sont des 


fonctions rationnelles à coefficients rationnels de x4, ze, x3, x, invariantes lors 
des permutations circulaires. Il est facile de voir qu’elles forment avec 
f—tit-xzet-rat x, un système de fonctions fondainentales. En effet, 
0: — i03 02 — 93 
Na A 301 01 (05 + 163) 
04 (G2+ 103) . 
n$ = CINE es) 
0» 103 
878. Soit M1 — 21€ 20€? 2368 + rat rs, 
M = def + 2264 + vge + mis +5, 
M3 = 2489 + 2e + zh ze + as, 
M4 = t1€4 + LES + z3e2 + LA€ + T5: 


Posons 61 = mins ; 02+ 03 — 


Considérons la fonction rationnelle à, 12 et ordonnons-la suivant les 
3. 
puissances de e, remplaçant 1 par —e—e?—e3 ei: 
À = E pi + e2p2 + ESps + Ep. 


Les coefficients 1, ®, 3, ®4 sont des nombres rationnels. Remplaçant e par 
e2, es et £4 nous obtenons 


i— Es = Ep; + Edpe + eps+ ep, 


À3— de = € 31 + EPa + €4p3 + ep, 
A4 a = 41 + ESP -+ E 23 + EPa. 


En tant que « fonctions fondamentales » on peut prendre f, @1, @:, Ps, ®4 En 
effet, A4, À», À3, À4 s'expriment rationnellement par ces fonctions. Ensuite, 


nr? = Atos, mans = AT IAE, 
ns = AT As, né = MAz an. 
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Chapitre ? 
ALGÈBRE LINÉAIRE 


879,*a) La dimension est r — 2, la base est formée, par exemple, par ZX: 
et X2:.” 
b} r — 2, la base est formée, par exemple, par X:, et X; 
c) r = 2, la base est formée, par exemple, par X4 et X2. 
880. a) La dimension de l'intersection est égale à 4, le vecteur de base est 


Z= (5, —2, —3, —4) = Xij— 4X2 = 3Yi — Ya. 


La dimension de la somme est 3, la base est constituée par exemple des 
vecteurs Z, X1, Yi. | 

b) La somme coïncide avec le premier espace, l'intersection avec le second, 

c) La somme est tout l’espace à -quatre dimensions, l'intersection est 
formée uniquement du vecteur nul. 


881. a) (=. . 2, —7):0 (1, 0, 1,0). 
882, a) ge = PE Se, ins A4, 
= ST, = Ah teste 
b) 21723474 Ti Thin TT, Ti—ti—Totis— ta. 


883. mater = 
i a Î 
884. Soit ape cosz-+a,cbsz+,,.—+an COS z — 
| = bb cos x + b, cos 27 +...-+0b, cos nx. 
Alors 49 —bg—b2+ba—..., | 


ag = 2h71 | on 
kL2p}(k+ p—1)(ktp—2)...(k41). 
x D (— 1}? GE 2p) (k+ p IC +p—2)... (+1) bhs2p | | 

pe 

do — ap + >; 2-2PCE @2pr 
IEP 
by =21-R (ar + D 2-2PCE | pak+2p): 
1<p< 


885. Les coordonnées du point d'intersection avec Ja première droite sont 


h 4 7 | 
(=. 7: Tr T , avec la seconde (42, 4, 7, 1f). 

886. Les droites Xo + #X1, Yo + tŸ, sont contenues dans la variété X, + 
+ to — Xo) + Xi + t2Ÿi. | 

887. Pour que le problème soit résoluble pour les droites X4 + 1X1, Yo + 
+ #Y1, il faut et il suffit que les vecteurs X5, Yo, X4, ŸY1 soient linéairement 
dépendants. Ceci est équivalent à enfermer les droites dans un espace à trois 
dimensions englobant l'origine des coordonnées. 

888. Les plans Xo + #4Xa + toX 2 et Yo + 61Y1 + t2Ÿ2 peuvent être plon- 
gés dans la variété X, + t (Yo — Xo) + ZX: un Lo X 9 + La Ÿ: + L,Y 0. | 

889, ILyenasix: 

1} les plans n’ont pas de points communs et ne peuvent être inclus dans 
une variété linéaire à quatre dimensions (les plans se coupent entièrement) ; 

2) les plans n’ont pas de points communs, ils font partie d'une variété 
à quatre dimensions, mais ne sont pas immergés dans une variété à trois dimen- 
sions (ils se coupent parallèlement à une droite); 

3) les plans n'ont pas de points communs et sont immergés dans une 
variété à trois dimensions (les plans sont parallèles) ; 

4) les plans ont un point commun. Dans ce cas ils sont immergés dans une 
variété à quatre dimensions, mais ne sont pas immergés dans une variété à 
trois dimensions ; 

5) l'intersection des plans est une droite: 

6) les plans coïncident. 

Seuls les cas 3, 5, 6 peuvent être réalisés dans l’espace à trois dimensions. 

890. Soient @ — Xo + P une variété linéaire, P un espace linéaire. Si 
X1EQetX2€0,ona Xi Xo + Yi, Xe —= Xo + Ye, où Yi et Y2: appartien- 
nent à P. Alors aX, + (1 — @) Xe — Xo + aYi + (1— a) Y2€Q pour 
tout &. Inversement, soit Q un ensemble de vecteurs contenant avec les vecteurs 
X:, X2 leur combinaison linéaire a&Xi + (1 — &) X, pour un «& arbitraire, 
Soient X, un certain vecteur fixe de @ et P l’ensemble de tous les vecteurs Y — 
— X — X1. SiY EP, alors cY € P-pour tout c, car cYŸ — cX +(1 — c) Xo — Xo. 
Ensuite, si Yi = Xi — XoePetY2—= Xo — XXE P,onaaY, + ( — a) x 
X Ya= QXi + (1 — &) Xe — Xo € P pour tout &. Prenons maintenant un 


certain «@ fixe, & 0, « = 1 et c, et c> arbitraires. Alors _ Y,E€ P. 


= Y2 € P, pour tous Ÿ;, Ÿ2 € P, et, par conséquent, pour 


C4 c 
Ait eVi=o Te Yi+ (ia) YLe P. 
Il en découle que P est un espace linéaire et Q une variété linéaire. 
Remarque. Le résultat n'est pas vrai si le champ fondamental est 
le champ des résidus modulo 2.' | 


891. a) 9; b) 0. 
892. a) 90°; b) 45°: €) cosp=—— 


1 Lai 
893. cos p——. 
P VA 
894, den : ES , COS C — _V? 
__ 39 V78 3 
895. V/7. 
896. Pour un 7x impair, il n'y a pas de diagonales orthogonales. Pour 
n re le nombre de diagonales orthogonales à la diagonale donnée est égal 
a Com-i: 
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897. Les coordonnées des points sont données par les lignes de ja matrice 


1. 0 0 … 0 0 
= : 0 0 0 
PPT 0 
2 VE VA  Varm—T an 


nr 
898. R— Ve ; 


Les coordonnées du centre sont : 
(5 + | —) 
VE VAE D Varion/' 
3 1 2 1 
899, (==; re Ty — 9 —=) e. 
V45° V5 V5 V5 
1 1 
900. (o, EE 7,0). 
V2" vi 
901. En qualité des deux autres vecteurs on peut prendre, par exemple, 
À: 1 
——= (0, —4, 3, {) et — (— 13, 5, 6, 2). 
V/26 ) VX ) 
902. (1, 2, 1,8), (10, —1, 1, — 8), (19, — 87, — 61, 72). 
0 T7 3  —4 ga 
39 —37 51 —29 5/7. 


904. Le système s'interprète comme le problème de la recherche des vecteurs 
orthogonaux au système de vecteurs représentant les coefficients des équations. 
L'ensemble des vecteurs recherchés est un espace orthogonal complémentaire 
de l'espace engendré par les vecteurs donnés. Le système fondamental de solu- 
tions est une base de l’espace des vecteurs recherchés. 


xt 0, 2, —1), st 12, 8, 17). 
906. a) X'—(3, 1, —1, —2)eP, b) X'=(1, 7, 3, 3)E€P, 
Æ"—=(2, 1, —1, 4) LP; X'"—=(—4, —2, 6, 0) L P. 
907. Supposons que 4:, A2, ..., 4h sont linéairement indépendants, et 
soit P l’espace engendré par ces vecteurs. Soit ensuite X= Y +Z, Y € P, 


Z | P. 
Posons 


903. Par exemple 


905, Par exemple, 


a C1: + Co À 2 + CEE + Cm Am 


Formons un système d'équations pour déterminer c1, C2, . . ., Cm €n multi- 
pliant scalairement la dernière égalité par 4;, i— 1, 2, ..., m, et en prenant 


en considération que YA; = XA;. 
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Nous obtenons 
CA + Cod14o +... + CmA1A4m = X A1: 
C14341+ C2A8+ .., + CmA2dm = X A, 
ci Am Ai + CodmA2+ + mAh = X Ame 


En vertu de l'indépendance linéaire des 41, 42, ..,, À, le déterminant A 
de ce système est non nul. 
Trouvons «1, co, . .., Cm et substituons-les dans l'expression de Y. Nous 


obtenons : 
0 — A; — À9 vs. — Am 
[AA A Aidr ... Aidm 
V=  X4 Ai  Aÿ ... 44m 
XAm AmAi Amd... A 
et 
X À; A2 ,. Am | 
A1X A? A1 A2 ... A14m 
| A2X AA; Ai .… A9 Am 
lAmX AmAi AmA.. A 


Il faut comprendre ces équations en ce sens que les vecteurs Ÿ et Z sont com- 
binaisons linéaires des vecteurs se trouvant dans la première ligne avec des 
coefficients égaux aux cofacteurs correspondants. 

Nous obtenons alors en définitive que 


(9) — X A, — X À, .. — X Am 
YI=Y(X—Z2)=YX = A)X AA; A3 La Am 
lAmX Amdi Am A 


et 

NO XA, XA ve XA4S 
A1X Af A4» ... Aj4m 
A2X Ao4À) A3 …. Am 
Am Amdi Ame. Aà ! 


908. Soient Ÿ un vecteur quelconque de l'espace P et X’ la projection 
orthogonale du vecteur X sur 2 


222 Z(X—Y)=2X + 


Alors 
XY X'Y X' | Y |-cos(X", Y) 
COX, Ÿh= 2 _ 
CR A ASS TEE À [XTIY| 


__ 1X”] | 
FX cos (X’, Y), 


d’où il découle que la plus grande valeur de cos (X, Y') est atteinte pour des Y 
tels que cos (X°, Ÿ) = 1, c'est-à-dire pour Y — aX’ quand & >> 0, 
909. a) 45°: b) 90°. 


910. PA 
n 
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QI. [X—Y [2 1(X—X')+(X'—Y)P XX HI X ET PIX —X"f; 
notons que l'égalité n’est possible que pour Y = X’. 


912. a) 1/7; b) V2 
D | 
(n+1)(n+2)...2n Van+ri 


914. La plus courte distance recherchée est égale à la plus courte distance 
du point Xo — Yo à sepres P + Q. 

915. Supposons que l’un des sommets coïncide avec l'origine des coordon- 
nées et que X1, X2, ..., X, sont les vecteurs issus de l'origine et joignant 


les autres sommets. Il est facile de voir que X5 — 1, X;X; — 7 + La variété 


passant par les premiers m + 1 sommets est l'espace 44X4 + . . .LfnXm. La 
variété passant par les autres r — m sommets est X, + ta (Xmas — Xn) + 
+ 1,1 (Xn-1 — Xn). La plus courte distance recherchée est la distance 


9 + « 1 
de X,, à l’espace P, engendré par les vecteurs X1, Xe, . .., Xm, Xn — Xm4is... 
en 
Soit 


Xn = lit... FinÂm + im (An — Ames) +... + ; 
EE En-1 (An bus n-1) + F7, 


où YŸ | P. Formant le produit scalaire de X, avec X1, ..., Xm, Xn — Xmans - 
«..s Zn — Xn1, nous obtenons pour déterminer 44, ..., 4,_1 le système 
d'équations 


1 1 1 1 1 
ht tat... Home ss mn Hs mate +s ina 


1 1 { { | 
ghthto Lomme, Sim timat. Ho ina, 


où 


2 
1 


Se 0 + 0 0 0 ne + + + + 


1 1 { 1 1 
Zgüutgtit... Him, 5 mn Es mot... Hinn=s) 


À | 
LR PSE = = = À =: —{ — e 
d’où ==... =im= 1° Em+1 = Îm+2 RlT 


Xm41-+ Âm+2t …. +Xn _Xi+Xe+ +. + Âm 
| n—m m+i ° 


Donc, la perpendiculaire commune est le vecteur qui réunit les centres des 
faces choisies. La plus courte distance est égale à la longueur de ce vecteur 


4 n +1 
Y1=Y 2(n—m)(m+1) 


916. a) La projection du vecteur (fi + 2t2, ty — to, t1 + Ste, 1 + 2) 
sur le premier plan est (#1 + 2f2, 1 — 2t2, 0, 0). Par conséquent, 


Par conséquent, Y — 


2t? + 8 2A2 +8 à tt. 
2 — a M == ———..  — — —: = s 
OP faut La ARpigrpar, Où À, 
Cette expression admet un maximum égal à À pour À = —4. 


b) L'angle formé par n'importe quel vecteur du deuxième plan avec sa 


, : : 13 À 
projection orthogonale sur le premier plan reste invariant et est égal à Zz° 
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917. Le cube est un ensemble de points dont les coordonnées satisfont aux 


inégalités — . CE TRS . si 1, 2, 3, 4. Ici a est la longueur de l’arête du 


cube. Passons de nouveaux axes, en adoptant comme axes de coordonnées 


à 
def, gra) def 2 —5), 4=(5, — 
cl 222 2) + NZ 2 72 z). 4=(s. 2° 
1 1 ,_{1 1 1 1 ; 
3: -5) et =(s. nt Co à 5)- Ces vecteurs sont orthonormés 


et leurs directions coïncident avec les directions de certaines diagonales du 
cube. Les coordonnées des points du cube dans ces axes satisfont aux inégalités 


—acaitaitzita<e  —a<z+zi—si ri <a, 
actimtais<a  —a<al—si—si+ai<a. 

Nous obtiendrons l’intersection qui nous intéresse en posant x; — 0. Elle 
représente un corps situé dans l’espace engendré par e;, es, e; et dont les coor- 
données des points satisfont aux inégalités xs + ze + xi <a. 

C'est un octaèdre régulier borné par les plans qui découpent sur les axes 
des segments de longueur a. | 
| BF BB, ... BiBm 

B,B:; B3 .…. BBm 


. ee + 7 + ee % + *e ee 


918. V2[B:, B:, ..., Bn]l— 


Il est facile d'établir cette formule par une méthode de récurrence en 
prenant en considération le résultat du problème n° 907. De la formule il découle 
immédiatement que le volume ne dépend pas de la numérotation des sommets 


et que 
V [cB;, B;, s.… Bm]=}|clV[B:, By... Bal. 

Soient maintenant B,=— B°+8B%, C1, Ci, Ci les projections orthogonales 
des vecteurs B:, Bi et B{ sur l’espace orthogonal complémentaire de 
(B» ... Bm). Il est évident que €Ci—Ci+Ci. D'après la définition 
VB, Bar... Bml=|Cil V [Ba ..., Bml, VIB: Bo, ..., Bml=|Cil-VXx 
X [Bas ...s Bml, VIBr, Br ..., Bml=1CilV [Ba ...: Em. Comme |Ci1< 
< [Ci | +- Ci], on a V[B:, Ba sr Br] < V [B:, B>, +0 Bm]+V[B1, Ba ... Bml. 
Le signe d'égalité n’est possible que si C et €? sont colinéaires et de même direc- 
tion, ce qui, à son tour, a lieu si, et seulement si, B;, B; se trouvent dans 
l'espace engendré par B1, B2, . .., Bh et si les coefficients de B, dans Îles 
expressions de B;, B7 en fonction de B:, B2, ..., B, sont de même signe, 
c'est-à-dire si B;, B1 sont situés « d'un même côté » de l’espace (B2, ..., B,) 
dans l'espace (PB, B2, ..., Bm). 

B;B: ... BiBa 


Fe 
919. V2[B:, Bas... Ba]l= Bab PR En =|BB|=|8B [è, 


où B est la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs B;, Bo, .., 


sas bre 

920. 11 découle immédiatement de la définition deuxTautres propriétés 
du volume: 

d) V [B1 + X, Bo, ..., B,,1 = V (Bi, H35-0 ss BP] 


pour tout X appartenant à l'espace (B2, . .., B,), car les points B4, Bi + X 
sont également distants de (B2, ..., Bh), et 


e) VIB1, Be, ..., By) <|B:1|:VIB:, ..., Bhl. 
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En effet, la « hauteur », c'est-à-dire la longueur de la composante du vecteur 
B;, orthogonale à (B2, ..., B,), n'est pas supérieure à la longueur du vecteur 
B; lui-même. 

Soient maintenant Ci, C2, . . ., Ch les projections orthogonales des vecteurs 
Bi, Bas +. Bm sur l’espace P. Supposons que l'on ait déjà démontré l'iné- 
galité V (C2, ..., Cml < V[B2, ..., B,]. Désignons par B; la composante 
de B; orthogonale à (B2, ..., B,,), par Ci sa projection sur P. Etant donné 
que B; — BC (B2, ..., B»), nous concluons que Ci — CE (Ca, . . .» Cm) 
et, par conséquent, on à 


PGi: C4 Gl= FIL Cr ONE rl: el 


Mais il est évident que | Ci | <|P;/| et, d'après l'hypothèse de récurrence, 
PIC: ..., Cnl < VIBe, -.., Bh]. Par conséquent, 


V [Ci Cas ce Cml KI BI l-V Be, ..., Bml= VB Bac. Bnl. 


Nous pouvons appliquer la méthode de récurrence, car pour les parallélépipèdes 
à une dimension le théorème est évident. 

924. Il découle de la formule servant à calculer le carré du volume que 
V (41, de. Am: Dis S B;] = V [4:, 6 Aml:°V (B:, ss. “4 B;] si cha- 
que vecteur À; est orthogonal à chaque vecteur B;. Dans le cas général, nous 
remplaçons les vecteurs B:, ..., B, par leurs projections Ci, ..., C4, sur 
l’espace orthogonal complémentaire de (41, ..., An). En vertu du résultat 
du problème précédent, V [C1, ..., Cl < V[B4, ..., Bzl, d'où 


ÿ [A:, + 7? An B;, +) B;] — V [A4:, , + Am) Ci, ss Cr] = 
= Vds ce Ame VC ..., Cal & V LA ce AmleV [Ba à Ba). 


L'idée de ce problème est analogue à celle du problème n° 518, 

922. Découle immédiatement de l'inégalité V [4:, ..., Am] < [| A1l X 
X V[A2, ..., Aml qui, à son tour, découle directement de la définition du 
volume. 

Par son contenu ce problème s'apparente au problème n9 519. 

923. Une telle transformation d'un corps dans l’espace à‘ dimensions 
entraîne une modification du volume, proportionnelle à la puissance » du coei- 
ficient de similitude. Pour le parallélépipède cela découle directement de la 
formule du volume, et pour tout autre corps le volume est la limite d’une somme 
de volumes des parallélépipèdes. Par conséquent, le volume V, (R) de la sphère 
à r dimensions de rayon R est égal à V,, (1}-Rn. 

Pour calculer V,, (1) on divise la sphère par un système de « plans » paral- 
lèles à (7 — 1) dimensions et on s’aide du principe de Cavalieri. 

Soit x la distance du « plan » sécant au centre. 

La section représente une sphère à (#7—1) dimensions de rayon J/1 —z?. 
Par conséquent, 


Va (1)=—2 Vans (V1—22) dr =2Vh (1) Le 
| a | 
=Vh1(1) | +? (An © &=V, (1) P (=, - = 
0 
+4 1 
= Va (D): : ÿ : ) ” ) ; 
r (+) 
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Il en découle que 


n°/2 


re) 


924, La base est formée des polynômes 1, x, ..., an Le carré du volume 
du parallélépipède correspondant est égal à 


Vn (1) = 


1 1 
1 2 ni 
1 1 Î 
+ D CERTES 
- h ". L ds — m+Dim+2!...(2n+1i 
1 1 1 


n+i n+2"""2n+î1 


925, a) A1, Xi=c(i, —1); A3, X2=c(1,1); 

b) M =7, Xi—=c(i, 4); = —2, X:;—0c (4, — 5); 

C) Ai — ai, X1=c(i, dl); Ào = — ai, Xo=c(1, — À); 

d) AM = 2, Xi=c (1, dl. 0, 0)+ ce (1, 0, À, 0) + c3 (1, 0, 0, 1); 
ho= —2, Xo=c(i, —1, —1, —1); 

e) À—2, X=ci(—2, 1, Oj+c2(1, 0, 1); 

f) À=—1, X=c(1, 1, —1); 

£) M=1, X1—=0c4 (1, 0, 1) + c2 (0, 1, 0); h2= —1, X2=c (1, 0, — 1); 

h) A = 0, X1—=c(3, — À, 2); ho,3—= + V—14, 

X2,3—=c(3+2 V—14, 13, 2T3 V1): 

ï) Aid Xa=c(3, —6, 20); Ào= —2, Xo—c(0, 0, 1); 

D Ml, Xi=c(1, 1, 1); AÂo=e, Xo—c(3+2e, 2+ 3e, 3+3e); 
Â3—e?, Xa==c(3+2e2, 24 3e2, 34 3e), 


1 iV3 
pt DT * 


926. Les valeurs caractéristiques de 4-1 sont les quantités inverses des 
valeurs caractéristiques de À. En effet, de | A-1—XE |—0 il découle que 


[E—AA|=0, J4-+E]=0 
927. Les valeurs caractéristiques de la matrice 4? sont égales aux carrés 
des valeurs caractéristiques de À. En effet, soit 
LA—ÂE |= (A — à) (Âo— À) ... (An —à). 
Alors 
LAHAE = (MA) (a A) (ln + A) 


Multipliant ces égalités l'une par l'autre et remplaçant À? par À, nous 
obtenons 


[APE |=(A$— A) (A— A)... (M — A). 
928. Les valeurs caractéristiques de AM sont égales aux puissances m°"es 
des valeurs caractéristiques de 4. 
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La manière la plus simple pour s’en assurer consiste à remplacer dans 
l'égalité 
[A—AE = {Ai—À) (À2—À) ... (An —À) 
À par Às, Àe?,...,Aen-1, où 


Ë — COS _ + i sin 2 
s n n ? 


à multiplier les égalités l’une par l'autre et à remplacer À? par À. 
929. f (4) — bo (4 — Ê1E) ... (A—ËnE), par conséquent, 
F/(4)| = | A—BE]...|4—EËmE]= 66 (61) ... F (Ëm). 
930. Soit 
F(A)=|A—AE]|—= (A1 — À) (A2 — À) ... (An — À) 
et 
f (x) = bo (x — 1) (x — É2) ... (x — Ëm)- 
Alors 


|f(A4)1= 8% Il ll Gi. En) = 1 Qu) f (he)... f (An): 


931. Posons 
p (x) = f(x) — À 
et appliquons le résultat du problème précédent. 
Nous obtenons 
[f(A)—RE = ( (4) — À) (Ge) — À... (An) — À), 


d’où il découle que f {Ai}, f (A2), + . ., f (An) sont les valeurs caractéristiques 
de la matrice f({4). 

932. Soit X un vecteur propre de la matrice À correspondant à la valeur 
caractéristique À. 

A 


lors 
EX = XX: 
AX = ÀX, 
A X = FX, 
AMX = ÀAmMmX., 


Multipliant ces égalités vectorielles par des coefficients arbitraires et les addi- 
tionnant nous obtenons, pour tout polynôme f, 


f(A)X = f(Q X, 


ce qui signifie que X est le vecteur propre de f (A) associé à la valeur caractéris- 
tique j (À). | 
933. Les valeurs caractéristiques de 4? sont nr et —n d'ordre de multipli- 


TT Mn Les. respectivement. Par conséquent, + V/n, —V/n, + V/ni et 


2 2 
— V/ni sont les valeurs caractéristiques de À. Désignons leur ordre de multipli- 
cité par a, b, c, d. Alors a + b — ue “CE d— T° . La somme des valeurs 


caractéristiques de la matrice est égale à la somme des éléments de la diagonale 
principale. 
Par conséquent, 


[a—b+(c—d)il Vr=i+e+te +... + em-hba 
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Le module du second membre de cette égalité est égal à 1/7 (problème n° 126). 
Par conséquent, | 


(a— bb + (c— dj — 1. 


Les nombres c — d et c + d étant de même parité, nous concluons que 


a—b=0, c—d= +1 si — 


est impair 


et 


a—b=+1, c—d—=0 si 5 


est pair. 


Par conséquent, pour nr —1 + 4k 
c=d—=k; a—=k+1Â, b—k ou a—=k, b—k+i, 


pour n— 3 + 4k | 
am b=k+A1;, c—k+1, d=k ou c=k, d=Rk+iAi. 

Par là même, les valeurs caractéristiques sont déterminées au signe près. 
Pour déterminer le signe nous utilisons le fait que le produit des valeurs carac- 
téristiques est égal au déterminant de la matrice. A l’aide du résultat du problè- 
me n° 299, nous obtenons aisément que pour nr — 1 + 4k 

a — k+1, b — k, 
pour n — 3 + 4k | 
c—=k+1, d=R%. 


Ainsi, les valeurs caractéristiques sont entièrement déterminées. 
934, 1+Hetet+ , .. Let 1/7 pour n—4k+1, 
1+ebLetL..., em 1. + i VAn pour nr = 4k +3. 


935. a) Posons =. Alors 


dep — AN 
Ai 
LE 1— GE 


7 kn .  2k 
OÙ Ep = COS 2 + isin — , k=0, 1,...,n—1. 


b} Ag = 01 +aser + agi +... + anet"1, 


c) An = 2i cos _—  k=1,2,...,n.. 
auB—ÂEm 28 ..… @nB  \ 
936. AX B— En — aB Gn9BP— Em ...  GnB ] 
; se EE e Le es è | a 
d'où il découle, en vertu du résultat du problème n° 537, que 
| [A XB—MEmnl=19(8)1; 


où 


p{x)=| 42—AEnl= [[ (œir—à). 
i=1 
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En vertu du résultat du problème n° 930 on a 


LL 


p(B)1= [ eBx)= [T [T (œiBa 2). 
k= 1 i=1 hk=1 


Donc, les valeurs caractéristiques de 4 X B sont les nombres @&;f;, où «&; sont 
les valeurs caractéristiques de À et $; les valeurs caractéristiques de B. 
937. Si À est une matrice non singulière, on a 


|BA —hE|— |A (AB —XhE) A|=|A1|.|AB—AE|.[A[— 
— | AB —3E|. 


On peut se libérer de l'hypothèse de la non-singularité de À par passage 
à la limite ou par application du théorème sur l'identité des polynômes de 
plusieurs variables. 

On peut de même, par application du théorème sur le produit des matrices 
rectangulaires, calculer directement les coefficients des polynômes 


|AB-—XE] et |BA—XE| 


et s'assurer qu'ils sont égaux. 

938. Complétons les matrices À et B jusqu'à obtenir les matrices carrées 
À’ et B’ d'ordre n, ajoutant à À nr — m lignes et à B nr — m colonnes constituées 
de zéros. Alors BA — B’A', et A'B’ s'obtient de AB en la bordant de zéros. 
L'application du résultat du problème précédent donne ce qu’il fallait démontrer. 

Les solutions des problèmes n°5 939, 940, 941 ne sont pas univoques. Les 
réponses rapportées ci-dessous correspondent à la transformation qui diffère 
autant peu que possible de la transformation « triangulaire ». 


939. a) zi2+z? trs, b) — {24x92 re, 
LA 


Li = Li + Lo, T1 — T1) 
= 220 = 4 — 29 

; ’ e 
a T3; ne + 83 ; 


d) 2924 af? — 249, 


ee + ; To + Las T1 = Ti — T2 + Ta — T4 

Ta = < BTE Ta — LaŸ T3 Ta) 

z— 73: = 29254224, 
e) a2— 292 + rs — 247, Ta = Ta; 


: { 
A =TTS 22 


; 1 

: { 
Su retst% 
.: | 1 1 
AT Do D 
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Les variables 2, 23, ..., x, s'expriment par z, æ2, ..., x, linéairement 
à l'aide de la matrice 


4 1/2 1/2 1/; 
0 1 1 1/3 
0 0 1 1, l/a À. 
0 0 0 0 1 
“ à T 2 — 2 
941. (ie Hastaut ee an) (2) 


: (+ ut .. + En ) — 


3 1 | 1 è n— 1 
D (rat a+ … +7) —— TT 2(n—2) tr: 


942. La matrice d’une forme quadratique positive est égale à AA, où À est 
une matrice réelle non singulière réalisant le passage de la somme des carrés 
à la forme donnée. | 


La positivité des mineurs découle du résultat du problème n° 510. 
943. Soit f— ar? + ... Laintitn + 
+ antTnti + .. +annth 
une forme quadratique. Posons 
faut + ... + aintitr + 


+ GpiThTi + .., HAaRRTé, 


ji... Gtk 
Ag = : .{, r est le rang de la forme f. 
Ak1 ... lRh 
Soit 
f= cri are + .. —antn?, 
où 


Pi = Ti +2 + ce. tr bintm 
Ty To ... HÜentn, 


I 


Le déterminant de la transformation triangulaire étant égal à, 1, nous 
avons D;=An— Gas... an. Posant 


Thu < — En —0, 
nous obtenons 


ft en oux(R}? + aa (R)° + Ds +anr, 


2 x + byxto + + OiRtR 
x) — Lo. + brrth 


« $ 6e 9 ne + ee ee , $ ° e 


Th — The 
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Il en découle que A4 — au . ..4, et que la condition nécessaire pour 
que la transformation triangulaire en forme diagonale soit possible est 


LZÆ0, AÆ0,..., Ar 0. 
Il est facile de vérifier que cette condition est suffisante. 


Ensuite x — 7 pour k<<T, Œk —0 pour £k>r. 


Le discriminant de la forme 


12 19 
fr (ht 2n)= fai — .., —GRth = GRHthh +... + Ont 


A 

est égal à Uh+10R4+42 <0° On = nv e 

944. La nécessité des conditions de Sylvester a été démontrée au problème 
n0 942, La suffisance de ces conditions découle du résultat du problème n° 943, 

945. Soit Z une certaine forme linéaire des variables 21, æo, . . ., +). Trans- 
formons la forme f par une transformation dont le déterminant est égal à l'unité, 
supposant que la Fee L soit la dernière des nouvelles variables. Effectuons 
ensuite une transformation triangulaire de la forme f en forme canonique, 

La forme f aura alors pour expression 


= ri + Gore + ... +antr: 
notons que zn — Î. | | 
Le dseriront de la forme f est égal à ais . .. an. 
Le discriminant de la forme f + P est égal à œiuz ... @h 1 (ah + 1). 
Il est plus grand que le discriminant de la forme f, parce que tous les coeffi- 
cients Œu, Un, + + +» An-ir En SONt positifs. 


946. f (Tir Zar + +9 En) = Guti + durite +... Hanititn +Q = 
| 2 
an(s + bat. +) fine sn) 


a41 


a a 2 
fi=9—eu (a+ a zn) . 


aji ii 
‘ ,° , . . ? N D; N 
La forme f, est positive et son discriminant est égal à ZT + OÙ D}; est le dis- 
11 


D 
criminant de f. En vertu du résultat du problème n° 945 D;, > _ , ce qu’il 
11 


fallait démontrer. | 
9047. Se démontre comme le théorème d'inertie. 
948. Formons les formes linéaires 


In=ui+ un + .. une, k=1,2,...,n, 


Lé 


OÙ Tu, Los + - +. En SORt les racines de l’équation donnée. | 

Aux racines égales correspondront des formes égales, à des racines diffé- 
rentes des formes linéairement indépendantes, aux racines réelles des formes 
réelles, aux racines complexes conjuguées des formes complexes conjuguées. 

Les parties réelle et imaginaire de la forme complexe L, — Àx + uai seront 
linéairement indépendantes l'une de l'autre et de toutes les formes correspondant 
aux racines différentes de xx et zx. 

Formons la forme quadratique 


ñn 
LAUTTEEET Un) — Ÿ (us + uori + … +unt? 1), 
k=1 
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Le rang de cette forme est égal au nombre des différentes racines de l'équation 
donnée. La matrice de ses coefficients est 


Sn—1 Sn .. ‘Sen-2 


La somme des carrés des formes linéaires complexes conjuguées 2, = Ày + 
+ iu, et 2x — À — in, est égale à 21% — 2uk. Par conséquent, le nombre de 
carrés négatifs dans une représentation canonique arbitraire (d’après le théorème 
d'inertie) de la forme f est égal au nombre de différents couples de racines com- 
plexes conjuguées de l’équation donnée. 

949. Découle des résultats des problèmes n°95 948, 944, 

950. IL est évident que l'opération (f, œ) est distributive. Aussi est-il 
Aa de faire la démonstration pour les carrés des formes linéaires. 

oit 


= (ours + moto +... + Antn)*r 
P— (Bars + Pare +... + Born). 
Il est facile de voir que l'on a alors 
(fp) = (ouiBirs + more +... + aux, } > 0. 


2 
951. a) 4272 Lx —2r?, z; + AZ rot a 
y. à 1 2 
= Ti T2 — 5 Ta 
À À 2 2 
T7 Mt Pt as; 
b) 2292 — 2124 Safe, EE 
| 2 2 1 
Lg tr tits ts, 
ù { 2 2 
F3 Hs ot T3; 
c) Ta'h+ das + re, = mit Se À an 
Dr «| 2 
SE one EE HART T2 Ta 


? ? [ t ? 2 
d) 10x57 + ii + xs, 5 ts 2 2% 
2 


19 3axk. 11769 271 


1 2 


à 
= To—— La, 


e) — 7x; +27? 40% 5 TT Ti - 3 3 
25 5 
T3 = 12 Ti — _ T2; 
, 2V5 475 
T3 — 2 Li 42 
, 2 
f) 27 122 5x3 21 8x ; Li — HT TT T3 


g) Tai? — 2784 Tri, 2, = 


Ta — s A 3 Lo + 

b) 1x +522 — 7x5, mm etes 
nt gt g a: 
A 

1) af 2e + 3rg? + 5247, = + Letsmts 
niuster 5 
= — ao 5 23 — 
cm — La es 

j) airs — 75 — 24, = V2, + PE 


à | V2. ES V2 


2 
, 2 2 
VE Vie, 
CHE V2, 
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k) zi+rt+3zre— xt, 


1) 2 + as +25 — 325), 


m) 232994 7242 Ba, 


n) 5r/2—5r24 3r— 37e, 


952, à) M ait À (art. 


2 


n— {1 


/ 1 ? / 
D) —— 2 (tas +... 


où 
{ 


ti — 


CEE 7 
ht 
= Vis + V2, 
Ta — EPL 
— TA 
2 2 2 2 

EC Es 
este tsss tes 
mea 5 22 Lis ps 
= mt Ds — + 4 
= 5 T2 Last 3 4; 
HA + m+ Ste 
= + 5 T2 55-24 
ra — + D +tu 
SE mn 

+) ; 

+ za), 


= (zitrat ...+zrn);: 


Ti Gt + Gite tk... +intn, i=2 ...,n, 
OÙ (@ÿ4s Mis +.» Gin) est un système fondamental orthonormé arbitraire de 


solutions de l'équation 


Ti + Lo + se LTn == 0. 
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ni 


ds 2 08 2% Co 
+ x? COS EE D Ch ir . 


n +1 


954. Si toutes les valeurs caractéristiques de la matrice À sont situées sur 
le segment [a, b], alors toutes les valeurs caractéristiques de la matrice À — AE 
sont négatives pour À >> b et positives pour À << a. Par conséquent, la forme 
quadratique de matrice À — ÀË est négative pour À => b et positive pour 
À << a. Inversement, si la forme quadratique (4 — ÀE) X.X est négative pour 
À > bet positive pour À << a, toutes les valeurs caractéristiques de la matrice 
A — ÀE sont positives pour À << a et négatives pour À => b. 

Par conséquent, toutes les valeurs caractéristiques de la matrice À sont 
situées sur le segment [a, b]. 

955. Pour tout vecteur X on a les inégalités 


aX.X <AX-X LcX.X, bX.X LBX.X LAX'-X, 


d'où (a+ b)X.X <(A+B)X:X < (c+ d) X.X. Par conséquent, toutes 
les valeurs caractéristiques de la matrice À + B sont comprises dans le segment 


[a + c, b + di. 
956. a) Découle du résultat du problème n° 937, 


b) |AX|3— AX.AX — X.AAX <]|X{?: ||A {[[?. 


Le signe d'égalité a lieu pour le vecteur propre de la matrice AA, associé 
à la valeur caractéristique {| À || ?. 


c) (4 +B)X]|<1AX|+IBX| <(AÏ+INBIH)IXI pour tout 
vecteur À. Mais pour un certain vecteur Xo 


(4 + 8) Xol= (NA + BI). Xof. 


953. z;° cos 


Par conséquent, 
HA+BI<|IAÏ+HBI. 
d) |ABX[<]AI-|B8X1<1 4:81 X |. 
Appliquant cette inégalité au vecteur X,, pour lequel 
I AB +1 Xo1= | A4BXo |, 
nous obtenons 
HN AB | IA II 81. 


e} Soient À — p + gi une valeur caractéristique de la matrice À et X — 
= Ÿ + iZ le vecteur propre qui lui est associé. 
Alors 


AY = pY — qgZ, AZ — qY + pZ, 

d'où 

[pY —gZ|* <WAÏ?IY(?, 

[gY + pZ |? << AI*1Z{?. 
Ajoutant ces inégalités, nous obtenons 
IAPOYP+IZD = + UrTP+HIZ PF <(AI?(YE+IZP 
et, par conséquent, 

[Al {A |. 


957. Soit À une matrice réelle non singulière; alors AAX.X — | AX |? 
est une forme quadratique positive, qui peut être réduite à la forme canonique 
par transformation des variables à l’aide de la matrice triangulaire B dont les 


éléments diagonaux sont positifs. Par conséquent, À A — BB, d'où il découle 
que AB.AB — E, ce qui signifie que 4AB-! — P est une matrice orthogonale, 
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Il en découlé que À — PB. L'unicité résulte de l’unicité de la transforma- 
tion triangulaire de la forme quadratique en forme canonique. 

958. AA est une matrice symétrique dont les valeurs caractéristiques 
41, . .., À, sont positives. L 

Par conséquent, 


4 
2 
AA ns P-1 : 2. 
Ân 
Construisons la matrice 
Li 
Hz 
B = P-1 P, 
En 


où ui; est la valeur arithmétique de la racine carrée de À;. Il est évident que B 

est à nouveau une matrice symétrique dont les valeurs caractéristiques sont 

positives et B? — 44. Il en découle que AB-! — Q est une matrice orthogonale, 
B 


—— 
= 


959. À près avoir transféré l’origine des coordonnées au centre de la surface, 
la surface doit comprendre, avec le point X, le point —X et, par conséquent, 
l'équation ne doit pas comporter de coordonnées courantes des premiers degrés. 
Après la transformation de translation des axes X — X, + ZX”, où X6 est le 
vecteur de translation, l'équation de la surface devient 


AX':X' + 2(AX + B) X' + AXo°X0 + 2BX0 + C= 0. 


Aussi, pour l'existence du centre, il faut et il suffit que l'équation AX, + B 
soit résoluble par rapport au vecteur X,, et pour cela il faut et il suffit que le 
rang de la matrice À soit égal au rang de la matrice (4, B). 

960. Après avoir transféré l’origine des coordonnées au centre, l'équation 
de la surface prend la forme 


AX-X +Yy— 0, 


Si r est le rang de la matrice À et 1, ..., & les valeurs caractéristiques 
non nulles, par une transformation orthogonale adéquate des coordonnées, 
l'équation prend la forme canonique 


Ori +... + Ari + y —= 0. 


961. La surface n’a pas de centre si le rang de (4, B) est supérieur au rang 
de À, ce qui n’est possible que si r — rang À << n». Notons par R tout l’espace, 
par P l'espace AR, par Q@ le complémentaire orthogonal de P. Alors, pour tout 
Y € Q nous avons AY == 0, car 


| AY = AY AY = Y .AAY = 0, 
puisque AAY € P. Soit 
B = B; + B:, B:€P, B:€Q. 
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Alors B2 -Æ 0, sinon B appartiendrait à P, et le rang de (4, B) serait égal à r. 
Soit B1— AX,. Après la translation X — XX" l'équation de la surface 
prend la forme 


AX'.X'" + 2BoX' te = 0, 
Effectuons encore une translation X° = aB2 + X”. Alors . 
AX'°.X" = @AB;-B3 + 2aAB2°X" + AX".X"— AX".X", 


car AB2 = 0 et, par conséquent, l'équation prend la forme 
. AX"°X"<+ 2B2X" + 2a| B2 P+e = 0. 
osons 


c’ 


FT DB . 


L'équativn devient alors 
AX".X" + 2B:X"— 0. 


Effectuons maintenant une transformation orthogonale des coordonnées, 
en adoptant comme base de l’espace les vecteurs propres unitaires orthogonaux 
deux à deux de la matrice À, en leur adjoignant le vecteur unitaire colinéaire 
au vecteur B, et de direction contraire. Cela est possible, car B2 est le vecteur 
propre de À. Dans cette base l’équation prend la forme 


Art +... +hpxé — 2fozrya = 0, 


où 2 = | B2 |. Il reste à diviser par B:. 

962. La transformation linéaire de matrice À réalise une application de 
l'espace dans le sous-espace engendré par les vecteurs 4, 42, . .., À, dont 
les coordonnées constituent les colonnes de la matrice A. Il en découle immédia- 
tement le résultat recherché. 

963. Soit e;, e, . . ., e7 la base de Q. Alors Q" est l’espace engendré par 
El Egs + +5 gr OÙ 6j; Ep : «+ eg Sont les images de e, e2, ..., eç par la 
transformation linéaire. Par conséquent, g' < g. En outre, il est évident que 
g' <r, car Q‘ est contenu dans R’. Ensuite, soient P’ un espace complémen- 
taire de ©, de dimension p = nr — g, et p’ son image par une transformation 
linéaire. Sa dimension p’ n'est pas supérieure à 7 — g. Mais P’ + Q' — R", 
par conséquent, p’ + g’ > r. D'où 


gd >zr—-p>r+q—n. 


964. Soient r; le rang de À, r> le rang de B et BR = Q. La dimension de @ 
est égale à r. Alors p égal au rang de AB est la dimension de ABR = A. En 
vertu du résultat du problème précédent, on a 73 + ro — n << 6 < min (r1, ro). 

965. La répétition de l'opération de projection est équivalente à une opé- 
ration unique. En eftet, lors de la première projection tous les vecteurs de l’es- 
pace À se transforment en vecteurs du sous-espace P, qui, lors de la seconde 
projection, restent invariants. Par conséquent, 4% — A. Inversement, soit 
A?— A. Désignons par P l'ensemble de tous les vecteurs Y — AX, par Q l’en- 
semble des vecteurs Z tels que ÀZ — 0. Il est évident que P et © sont des 
espaces linéaires. Leur intersection est un vecteur nul, car si AX — Z, 
alors AX — A4?X — AZ — 0. Ensuite, pour tout vecteur X on a le dévelop- 
pement X — AX +(E — A).X. Il est évident que (£E — 4) X € Q, car 
A (E — À) X — (À — A?) X — 0. Aussi P + Q est l’espace tout entier, au- 
trement dit P? et @ sont des sous-espaces réciproquement complémentaires. 
L'opération AX représente le passage du vecteur X à sa composante dans P, 
c'est-à-dire qu'elle représente l'opération de projection sur P parallèlement à Q. 

966. Soit P 1 Q. Chaoisissons une base orthonormale de tout l’espace en 
réunissant les bases orthonormales P et ©. Dans cette base, la matrice de projec- 
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tion est de forme diagonale 
1 


0 


Dans toute autre base orthonormale, la matrice de projection est égale à 4 — 
— B-14'B, où B est une certaine matrice orthogonale. Il est évident que À est 
symétrique. 

Inversement, si À est une matrice symétrique et 4? — À, les espaces P — 
—= AR et Q—(E — A)R sont orthogonaux, car AX(E — 4) Y = X X. 
XA(E—A)Y=X(A—AY= 0. | 

967. Soit À une matrice antisymétrique. On voit aisément que AX:X — 0 
pour tout vecteur X réel, car 


AX.X—= X.AX — X.(—AX)= —AX.X, 
Soient À — «à + fi la valeur caractéristique de la matrice À et U = À + 
+ Yi le vecteur propre associé. Alors 
AX—= ax —6$Y, AY = fX + ay. 


Il en découle que a (|X + |Y F) = AX-X + AY:Y — 0 et & — 0. On 
a ensuite BX-.Y + a |[Y  — AY-Y — 0, d'où X.Y = 0 pour BP - 0; enfin, 
de l'équation B qx BP —|Y F)— AY:X + AX.Y = AŸ.X — X.AY — 


découle | X | — | Y 


968. Soit 
0 2 +. Ain 
A — @2 0 Gon 
— in —Gin : 0 


uné matrice antisymétrique. Si toutes ses valeurs caractéristiques sont nulles, 
A = 0. En effet, la somme des produits deux par deux de toutes les valeurs 
caractéristiques est égale à la somme de tous les mineurs principaux du deuxième 


ordre > air, et l'égalité à zéro de cette somme entraîne ay, — 0 pour tous les à, 


ich 
k, autrement dit À = 0. 

Supposons que À possède une valeur caractéristique non nulle À = æi. 
Normons les parties réelle et imaginaire du vecteur propre associé. Par suite 
de l'égalité de leurs longueurs, le facteur normant est le même, et pour les 
vecteurs obtenus on a les égalités 

AX= —aY; AY = ax. 


Formons une matrice orthogonale, en plaçant dans les deux premières.colon- 
nes X et Y. On a alors 


0 1 ... 

— 41 |: COR 

P-14P=Ù O0 O0... 
0 0. 
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La matrice P-14P étant antisymétrique, tous les éléments omis des deux 
premières lignessont nuls, et la matrice formée des éléments des 39°, 4ème, 
nème lignes et des 39m, 4ème, ,,,, rn°m€ colonnes sera antisymétrique. 


À ® 


Appliquant à celle-ci les mêmes raisonnements, isolons encore une « cellule » 

0 & | 
( — &2 Ÿ 
gauche inférieur une matrice dont toutes les valeurs ce enque sont nulles. 


Or, ee les éléments d'une telle matrice sont nuls. Le problème est résolu. 
969. Soit | 


. + 


) - Poursuivons le processus jusqu'à ce que l’on obtienne dans l'angle 


B = (E — A)(E + À4)°1. 
Alors 


| B=(E+A)1(E—A)=(E —A)1(E + 4)= B71 
Ensuite, 


B+E—(E—-A)(E+4)  +(E+A4)(E +4)" =2(£ + 4) 
et, par conséquent, 
IB+E 10. 
Inversement, si 
| B—=Bie&t|B+E|-0, 
on peut prendre en qualité de À (E + B)-1 (E — B). Il est facile de voir que À 


est une matrice antisymétrique. 
970. Soit À une matrice orthogonale. Alors 


 AX AY = X.AAY = X-Y 
pour n'importe quels vecteurs réels X et Y. Soient 


ÀA= a + Pi 
la valeur caractéristique de la matrice À et 
U—= X + Yi 


le vecteur propre associé. Alors 
AX = ax —fY, AY = ay + PX, 
d’où 
IXP= X-X= AX.AX= @|X P+f|Y F— 20pX.Y, 
IYP=YY—=AYAY—=@IYP+RIX PF + 2ap$x.yr. 
Ajoutant ces égalités, nous obtenons a? + B?— 1, 
971. Pour f -£ 0 des dernières égalités du problème précédent nous obtenons 
BAXI?—1Y À) + 2aX.Y7 = 0. 
D'autre part, 
X'Y = AX-AY = (@ —f#) X.Y + af (]X PB —1Y f?), 
d'où 
a{lX PE —1Y f)— 2BX.Y— 0. 
Par conséquent, 
XY=|XP—I]Y P= 0. 


972. 4. Soit À = @& + Bi — cos p + à sin p la valeur caractéristique com- 
plexe de la matrice. Formons une matrice orthogonale À dont les deux premières 
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colonnes constituent les parties réelle et imaginaire du vecteur propre associé 
à À. On a alors 


COS ® sin .., 
—gin p COS... 
0 0 
—1 4 2 
Q"1A4Q 0 0 
0 0 


La matrice @-1AQ étant orthogonale, la somme des carrés des éléments 
de chaque ligne est égale à 1, et, par conséquent, tous les éléments omis des deux 
premières lignes sont nuls. 

2. Soient À — --1 la valeur caractéristique réelle de la matrice À et X le 
vecteur propre normé associé. 

. Joue la matrice orthogonale dont la première colonne est le vecteur X. 
n à alors 


+ 1 
0 


Q-140= 


0 eee 
Tous les éléments omis de la première ligne sont nuls puisque la somme des 
en 7 éléments de chaque ligne de la matrice orthogonale Q0-14Q est égale à 
unité. 
Appliquant ces raisonnements aux matrices orthogonales restant dans 
l’angle gauche inférieur, nous obtenons le résultat demandé. 


3. 
141 0 0 —2 O O\ —3 0 0 
a) ( 2 | b) ( 0 1 o)s 9 ( 0 1 ) 
0 0 —1 \ 0 0 1 0 0 1 
{—1 0 O0 2 4 0 2 O0 0 
d) O —1 1) e) ( 2 1) f) ( — 1 o) 
0 O0 —1 0 0 2 0 00 
2 0 O* —1 1 O\ —1 0 0 
£) (o 2 0): h) | O —1 o i) 0 0 ). 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 {4 0 1 14 0 1 0 0 
j) ( 0 ) : k) ( 1 3 P) ( i o) 
0 O0 0 0 0 1 0 O —ài 
3 0 O0 2 Q 0 0 1 0 
m) ( — 2 o n) ( 0 0): 0) (c 0 ). 
0 O0 —1 0 0 0 0 0 0 
974, 
€ 
4 1 4 2 
0 1 0 1 1 . 
a) 11}; b) 0 1441 ) , 
0 1 0 1 


Een-i 
2n 


me, 
e 


: 2er 2. 
où == COS ——-{ { Sin 


- 
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975. La « cellule » LT ne peut pas être périodique. 


1 
hi 


Remarque. Le résultat n’est pas vrai dans un champ de caractéris- 
tique non nulle. Par exemple, dans le champ de caractéristique 2, nous avons 


4 412 | 
( : 1) =E. 

976. Soient À une matrice donnée et B — C-1AC sa réduction à la forme 
canonique de Jordan. La matrice canonique B est de forme triangulaire et ses 
éléments diagonaux sont égaux aux valeurs caractéristiques de la matrice À ; 
notons que chacune d'elles se répète un nombre de fois égal à sa multiplicité dans 
l'équation caractéristique. On a ensuite B}, — (C»)"*4AmCm (problème n° 531). 
Par conséquent, les polynômes caractéristiques des matrices À! et B?, coïncident, 
Pour une numérotation appropriée de combinaisons la matrice B;, a uñe forme 
triangulaire, et, par conséquent, ses valeurs caractéristiques sont égales aux 
éléments diagonaux. Il est évident que ceux-ci sont égaux à tous les produits 
possibles des valeurs caractéristiques de la matrice À, prises m par m. 


977. 11 est évident que les matrices À — ÀE et A — ÀE ont des éléments 
simples identiques. Par conséquent, À et 4 se transforment en une même matrice 
<anonique et, par conséquent, se transforment l'une en l’autre. 

978. Si À — CD, où C, D sont des matrices symétriques et la matrice C 
est non singulière, on a À = DC, et, par conséquent, À — C-!AC. Aussi con- 


vient-il de rechercher la matrice € parmi les matrices transformant À en À. 
Soit À — SBS-1, où B est une matrice canonique : 


B; 1 À; { 
Po À; 1 
B — ë , OÙ B;— ne . 
: . 1 
| Br Ài 
Alors A—S-1BS, Désignons par H; la matrice 
1 
1 
Fe 
| 
Il est facile de voir que Bi =H;1B;H ; et, par conséquent, 
H:; 
H° 
B=—H-1BH, où H = : 
 Hk 


Donc, A= S-1H-1BHS = S-1R-A1S-14SHS —C-1AC, où C—SHS. Il est évident 
que la matrico C est symétrique. Posons D = C-14. Alors D = AC = 
— C-1ACC"1=D, Donc, la matrice D aussi est symétrique et A—CD. 
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979. Soit | A—AE]=(—1)n(Anr—eanl— cn? ,,, —c,). Il est évi- 
dent que p1,—=Tr A=c,. Admettons que l’on ait déjà démontré que pi =cy: 
Pa = Ca ++. Ph-1=Ch-1, Ot, sous cette hypothèse, démontrons que pr=cx. 

D'après la construction Ag—AR— piA4h-1- p,Ahk-2 D, _;A= AR — 
— CAR 1 c,AR-2— ,,, —cy_1A. Par conséquent, 
Tr 4x —= kph = Tr ARk—c; Tr Ak-1—,., — Chi Tr 4 = 
= Sp C4Spi— ... —0Cn-191, 


N 


Où S3, Sx..., Sx sont les sommes des puissances des valeurs caractéristiques 
de Ia matrice À. Mais d'après les formules de Newton Si—ciSp 1 —... 
...—Ch-1S1—= ken Par conséquent, 
PR —=Ch: 
Ensuite, Bn—An—cAn-l—,,,—cn_14—0c£—0, en vertu de la relation de 
Hamilton —Cayley, On a enfin 
AB}: — An — Cn£, 


d’où 
Bn-1=cnA"1 
980. Soit 
O cie Cin 
G= |: £21 0 Can 


Cn1 Cn2 -.. 0 


Considérons la matrice diagonale 


10,2 0 
y 


0 Un 
dont les éléments diagonaux sont arbitraires, mais deux par deux différents 
Posons 

bi1 biz +. bin 
Y — bn b59 .. bon 


bn ln2 +. Dnn 
On a alors 
0 bio (dy — @3) ... bin (an —œ) 
xyyx=| ba (i—o) 0 .. Don (Gin — Go) 
bni(oi—Gn) brio — an) ... 0 
Cik 


et, par conséquent, il suffit de prendre b;, = pour i  k. Ensuite, par 


CR: 
application de la méthode de récurrence, nous établissons que chaque matrice 
dont la trace est égale à zéro est semblable à une matrice dont tons les éléments 
diagonaux sont nuls. Etant donné que TrC = 0, CHÆUE pour u = 0 et, par 
conséquent, il existe un vecteur U tel que CU et U sont linéairement indépen- 
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dants. Incluant dans La base les vecteurs U et CU, nous obtenons que C est sem- 
blable à la matrice 


9 + = + «  « +» 


Il est évident que TrT = TrC—= 0. 

Par conséquent, d’après l'hypothèse de récurrence, l'— S-1["S, où l'? 
est une matrice dont les éléments diagonaux sont nuls. Ainsi, tous les éléments 
diagonaux de la matrice | 


cœ=(1° ni) = ( 0 PS 
é o L os) 5-10 rs) 


sont nuls. 
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